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NOTES ET ARTICLES 


EXTRAITS DES 


COMPTES RENDUS HEBDOMADAIRES DES SÉANCES 


ni; i. vr. voemii; des sciences. 


(..vi.ci’r, iNTKC.RVi.. — Sur 1rs intégrales multiples. 


C. R., I. XI, p. 1008 (ai décembre i8[o). 


Parmi les méthodes qui peuvent être employées il la détermination 
des intégrales simples ou multiples, l’une des plus fécondes est celle 
que j’ai appliquée à la détermination et à la transformation des inté¬ 
grales simples dans la première Partie d’un Mémoire présenté à l’Insti¬ 
tut le 2 janvier 181 />. Cette méthode consiste à remplacer, dans une 
intégrale donnée, relative à certaines variables a*, y, z, ..., un facteur 
de la fonction sous le signe / par une intégrale définie, choisie de ma¬ 
nière qu’après ce remplacement les intégrations relatives aux variables 
a, y, z, ... puissent être facilement effectuées. On doit surtout remar¬ 
quer le cas où l’un des facteurs de la fonction sous le signe f est une 
puissance négative d’une autre fonction. Souvent alors, pour rendre 
exécutables les intégrations relatives à a-, y, z .il suffit de rem¬ 

placer les puissances négatives dont il s’agit par une intégrale eulé- 
rienne de première espèce. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 
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Considérons une intégrale multiple s de la forme 




P, Q étant des fonctions réelles ou imaginaires des variables oc, y, 
z, ... et x une constante positive, ou même une constante imaginaire 
dont la partie réelle soit positive. Désignons d’ailleurs par T(.v), avec 
M. Legendre, l’intégrale eulérienne de première espèce 

f l* l c l dt. 


Si la fonction Q, ou du moins sa partie réelle, reste toujours positive 
entre les limites des intégrations relatives aux variables oc, y, z, .... 


on aura 


Ü 5 " lV)./, 


(*~'e U'dl, 


et, par suite, 


!>)./ . 




/•' 1 Pe . .d.r dy <h. . .dt. 


Concevons maintenant que, P / et Q, étant des fonctions de la seule va¬ 
riable .v, P /( et Q /; des fonctions de la seule variable y, P et Q des fonc¬ 
tions de la seule variable s, ..., on ait 


P ----- P, P P . 


et Q — Q,-t- Q.-+- Q, 


Alors, en posant, jmur abréger, 


lé., fl \ r «■ ' d.r, Y : f P, c dy, W .r. f l\e-Q - 1 de, 


on tirera de la formule (2) 


ùf. 


/*-■' l!VW ...<//. 


Donc alors, si l’on peut obtenir en termes finis les valeurs de l’, V. 
W, ... considérés comme fonctions de /, la détermination de Tinté- 
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grale multiple 8 se trouvera réduite a la détermination de l’intégrale 
simple 

I i sl UVW. ..(h. 

*■0 

Si l’on supposait la fonction Q liée aux fonctions 

Q,. 0,, 0.. 

non plus par la seconde des équations (1), mais par la suivante 
1 : ’>) 0 r: ' -t- Q, i- Q„ -1- 0 ( -\ .... 

alors, au lieu de la formule (/|), on obtiendrait celle-ci 

((>) S : 1 / r'I'VW ...C l (U. 

1 <•'■). \ 


P/vmicrc application. —•■ Supposons 

j> y"’ z" (■ l ‘ y c rZ .. . et O il x> ; ?(•+•/;. . . 

/, rn, n, ... désignant des nombres entiers, et a, b, <\ .... z, 6. 
des constantes réelles ou imaginaires; en sorte qu’on ait 


( 7 > 


-S -■ 


,/:/:/■ 


•< y 




f/tV clv dz . . .. 

i -t- a - h c>* - }• y: -f. , 


Supposons d’ailleurs, pour lixer les idées, les intégrations relatives aux 
variables x,y, ~, ... effectuées par rapport i» r, il partir d’une certaine 
origine a- ;; par rapport à v, à partir do l’origine v r,; par rap¬ 
port à ", à partir de l’origine z ~ C .Knfin, concevons (pie, dans le 

second membre de la formule (-), la fonction 

i t- x .r ■ (- c y -t- ■/ z '... 

offre toujours une partie réelle positive; ce qui arrivera, par exemple, 
si, les deux limites de chaque intégration étant des quantités positives, 
chacune des constantes «, S, y, ... acquiert, ou une valeur positive, ou 
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une valeur imaginaire dont la partie réelle soit positive. On trouvera 


, r x e (a-at)x e («-<x t)\ 

U — I)„ / e<*-*‘>* dx = \)' a -- - -, 

J. a — a t 


et, par suite, 


'*> s = i 


' e in 0U)x _ e (a-OLl)\ e {b-f>t)y _ e (b-6t)r t 


a — <xt 


b —et 


.l s ~ [ e“ l clt. 


On se trouve ainsi amené à cette conclusion remarquable, que la fonc¬ 
tion .s de x, y, z , ...» représentée, en vertu de la formule (7), par une 
intégrale multiple, peut être réduite à une intégrale définie simple re¬ 
lative à une nouvelle variable t , quelles que soient d’ailleurs les va¬ 
leurs attribuées aux premières variables x, y, z, ... ou à leurs origines 
;, y), £, ..., pourvu que la somme 


1 4 - xx -b 6 y - 4 - y z -t- . .., 

ou du moins sa partie réelle, reste positive entre les limites des inté¬ 
grations. 

Si, en attribuant aux constantes a, b, c, ... des valeurs négatives ou 
du moins des valeurs dont la partie réelle fut négative, on supposait 
chaque intégration effectuée, dans la formule (7), entre les limites o, 
m , on trouverait 


U = K f = I)' —'— = -liLtl) 

'J. a at—a («< —«) /+1 

et, par suite, 


19) 


r ( / --t-1 ) r ( m +1 ) r ( « -4-1 )... 


U(.v) 


r 

J0 (« 


t*-' c -‘dt 


t — — b) m + l (yt — .. 


Hnfin, si dans les formules (7) et (9) on remplace /, rn, n, ... par 
/ — 1, ni — 1, n — 1, ..., et a, b, c, . .. par — a, — b, — c, .. ., elles 
donneront 


110 ) 


/ /*°° /•* /•* % yi --i ym-\ ~n-\ ^ ,e~ ajc e~ l> y e ~ cz ... 

1 III ••• -—-—— V- --- ‘ ' dx dy dz. . . 

} » (i + ax -+- 6/ -+- yz + .. .)•' 

_ F(/) Tjm) r(it)... r* _ l^eytdl _ 

T(5) J (a -t- aty (0 -h ét)" l (c -h y t)".. 
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Cette dernière formule subsistera toujours, d’après ce qu’on vient de 

dire, quand, /, m, n, ... étant des nombres entiers, a, £>, c*.*, 6, 

y, ••• désigneront des constantes positives ou même des constantes 
imaginaires dont les parties réelles seront positives. Ce n’est pas tout : 
on verra dans un instant que la formule (10) peut être étendue à des 
cas où les exposants /, m, n , ... ne représentent plus des nombres en¬ 
tiers. 

Deuxième application. — Supposons, dans l’équation (i), 
l> — ,r'~ l y m 1 z n '.. . . et Q =. i + <x.v - 4 - cv -H 


/, m, n,... désignant des constantes positives ou même des constantes 
imaginaires dont les parties réelles soient positives; et prenons d’ail¬ 
leurs pour limites des intégrations relatives à chacune des variables r, 
y, z, ... les deux quantités 

O, CG y 

en sorte que l’on ait 


; . c r* r~ /•* .i‘ 1 v m . .e "*e~<>y e -' r: ... . . . 

./„ J 0 J 0 ( < I * •*- •+■ 6.>‘ -+• y c -t-... )•' ^ 


On trouvera 


f- 


- ' (t " " ({ /• 


VU) 

(a ai)'' 


et, par suite, on tirera de la formule ((’>) 


/ x VU) V(» 1 ) V(n)- • • r'_ Ci' t*;; *dt 

' " l'(.v) J o (a - 4 - y.t.)'U> H- St)"' (c yt)". . ■ 


Donc la formule (io) subsistera certainement, pour des valeurs réelles 
ou imaginaires des constantes 

/, m } H y . Cty hy Cy . ?.y 6 , y y 

toutes les fois que ces constantes ou leurs parties réelles seront posi¬ 
tives. 

CorollaireI. — Si, dans la formule (io), on réduit les variables x, v, 


OEuvrcs de C. — S. I. t. VI. 
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s, ... à une seule, et si l’on pose, de plus, a i, on trouvera 

J 0 1 ( A ') J 0 (l-i-Xt)' 

Donc, en écrivant r au lieu de /, et r au lieu de t, on aura 


03 .) 


i /*“ .c'' -'e~ x _ i Ç 00 

l'(r)J 0 (iVajry Ê(.9) J 0 (!+«)'• 


(Oïtte dernière formule, qui devient identique, dans le cas où l’on 
prend s — r, est précisément l’une de celles auxquelles j’étais parvenu 
par la méthode ci-dessus exposée dans le Mémoire du 2 janvier 1810. 
On pourrait de cette formule en déduire plusieurs autres dignes de 
remarque, en diflerenliant les deux membres une ou plusieurs fois de 
suite par rapport à r. Les nouvelles intégrales, comprises dans les for¬ 
mules ainsi obtenues, seraient les dérivées relatives à rdes intégrales 
comprises dans la formule ( 1 3 ); et, pour passer des unes aux autres, il 
suffirait de multiplier une ou plusieurs fois de suite la fonction sous 
le signe f par I(.r) ou par — l(i 4-a.r), la lettre caractéristique I 
indiquant un logarithme népérien. 

La formule (i 3 ), et celles que l’on en déduira par des différentia¬ 
tions relatives à /•, subsisteront certainement toutes les fois que les 
constantes r, s offriront des valeurs positives, ou des valeurs imagi¬ 
naires dont les parties réelles seront positives. 

Corollaire H. — Si, dans la formule (to), on réduit à zéro les con¬ 
stantes a, b, c ,..., elle donnera 


(> 4 ) 


\j:n 


,./-I x-m — l 

* v 


(i + ju'H- S y 4- y z h- . .. ) s 


dx d y dz . . 


U( /) T( ni )V(n). .. r(.v — l — m — 
. ÏT-V) " 


sèo'" y". 


Cette dernière équation subsistera certainement lorsque 

’S If Ol y fl y .*., CCf G, y y ... 

seront, ou des constantes positives, ou des constantes imaginaires dont 
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la partie réelle sera positive, et que la partie positive de la constante * 
surpassera la partie positive de chacune des constantes /. ni, Si, 

pour lixer les idées, on prend 


on trouvera 


,•» 30 aO . 

| / / 

! 1 0 *0 * 0 


(i .r -T- y -t~ c-f-... y 


- d.v d r dz . . . 


I r (/) r (///) r (//)... r f .v / — m n ... ) 

f " ...." r {s} "".. 

L’équation (i 5 ) est l’une de celles auxquelles est arrivé M. Hinet dans 
son Mémoire sur les intégrales eulériennes. Cette même équation, de 
laquelle on déduit aisément la valeur de l’intégrale 


rrc 

*" 0 *0 *■ U 


il.r <lv <h.. . . 

( i -I- ./• -»• »-i* . . . > ' 


n<‘ diffère pas au fond d’une formule que j’avais obtenue dans le temps 
de mes premières recherches sur les intégrales délinies. Je la retrouve 
sous diverses formes, non seulement dans un cahier de cette époque, 
mais aussi dans l’un de ceux sur lestftiels j’écrivais les Levons que j’ai 
données au Collège de France. J’étais parvenu à transformer l’inté¬ 
grale multiple qu’elle renferme en un produit d’intégrales eulériennes 
de seconde espèce, c’est-à-dire de la forme 

/' “ ./•" ' tir 

en remarquant, par exemple, qu’il sul‘iit de |)Oser successivement 

: - (i-t--h r)ir et y — ( ! -f- r ) c, 


pour établir l’équation 


r°° r " r”.c ,l y'" l z" 1 tir- t/y dz 

i / J J ( i —f-. v y "H -Z ) A 

J «.'o « 0 *'o v • ' 

I f * f * i ' m <h ' f “ 

! (ï + «ÿ J» 0 -+- •')*' " " J v ( 1 


.r‘ 'd.r 


». s m n 9 
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et cette remarque m’avait fait d’abord espérer qu’on pourrait tirer de 
la formule (i5) des relations nouvelles entre les deux espèces d’inté¬ 
grales eulériennes. Mais cette espérance ne s’est pas réalisée. J’ai pu 
seulement, en partant de la formule (i 5 ), arriver à des relations que 
l’on sait exister entre les intégrales eulériennes de première et de 
seconde espèce. Ainsi, en particulier, si l’on réduit les variables 
r, y, z, ... à une seule, et si l’on remplace la lettre l par la lettre r, on 
reviendra de la formule (1 5 ) à l’équation déjà connue 

r* x n ~ l dx __ r(r)r(* —/•) 

° 7) J 0 (i + T(?) 

(î-’otrlc résumé des Leçons données à l’Ecole Polytechnique sur le Cal¬ 
cul infinitésimal, p. i 3 i). Dans le cas où l’on prend $=i, l’équa¬ 
tion (16) se transforme, comme on le sait, en la formule 


(jue l’on peut encore écrire comme il suit : 


(. 8 ) 


r(« + /•)!’(>-/■) = 


r/* 

sin t: /• 


* 

D’ailleurs ce que nous avons dit précédemment suffit pour prouver 
que l’on peut, dans les équations (17) et (18), attribuer à r, non seule¬ 
ment des valeurs positives, mais encore des valeurs imaginaires dont 
les parties réelles soient positives. 

Si, dans l’équation (18), on pose en particulier 


r — a y—I, 

a désignant une quantité réelle, cette équation donnera 


(19) | j' e~ x cos(a\x) du; | J' e~ x sin (a 1 #) «Lcj 


oina 


Il est bon d’observer que, pour revenir de l’équation (i 5 ) à l’équa¬ 
tion (i4), il suffirait de remplacer x par ctx, y par êj, z par yz, - 
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J’ajouterai que des transformations semblables à celles qui nous oui 
conduit à l’équation (16) fournissent, comme l’on sait, une formule de 
M. Dirichlet, analogue à l’équation (i 5 ), et d’autres formules du même 
genre, que divers géomètres ont obtenues en prenant pour point de 
départ celle de M. Diricblet. 

Troisième application. — Supposons que, dans la formule (i;, on 
prenne 

P <p(.r) x( J') ^(■s). • • et Q—[' — (a x h- £y -+- ■/ ; -+-.. • ) >J. 

a, 6, v, ... étant des constantes positives, et ?(•*’), x( v), ■ • • '' ,>s 

fonctions rationnelles, réelles ou imaginaires, mais tellement choisies 
que les produits 

>*•?(•*•), 3 'H-). ••• 

s’évanouissent pour des valeurs infinies de a , y, s, — Si, d’ailleurs, 
on suppose les intégrations effectuées par rapport a chacune des va¬ 
riables r, v, s, ... entre les limites 


-- », -+- rjC » 

la valeur de l’intégrale multiple s, déterminée par la formule (i), de¬ 
viendra 


(• 20 ) 


.=r r r-r 

J 00 J — « J ~ <x [ ^ 


<?(■'') /(.r) '-!'(")■ 


(a.r -H 6 y “H y - 5 + • • • ) V ~~ 1 J 


| ( cir cl y ch 


Mais alors, en adoptant les notations du calcul des résidus, on trouvera 

’ ~ « _ ao ao 

[} - ç(.F)e* w V = « = 2 TT y/— i £ (( 9(.ar) \/-« )). 

J - ao 0 

.... oo 


Donc, si l’on nomme k le nombre des variables .r, y, s, la for¬ 
mule (6) donnera 


( 21 ) & — 


(aTT y — Q* 
T(s) 



æ — ao 0 


et, si dans l’équation ( 21 ) on effectue l’intégration relative à t, on tirera 
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do celte équation, jointe à la formule (20), 


1 r r r 


• dx d y dz . .. 




~ l) 


_? ( ( vj ._. ._ 

( a ^ 4- 6/ 4- 7 ;... ) y — 1 J* 

(( o (. r ) yjy ) ^(s).. . )) 


» ao » 

ÿ r r ... _ 

*"'» [1 — (scx+ëy -|- yz 4-.. 4\ - 1 . ' 


L’équation (22), comme tout(?s les équations imaginaires, se décom¬ 
posera généralement en deux autres, qui fourniront les valeurs réelles 
de deux intégrales multiples. Lorsque les fonctions 


<?(*»•)> y,(y)> 'H 5 )* 

deviendront réelles, ainsi que l’exposant s, ces deux intégrales mul¬ 
tiples seront les deux suivantes : 



90*0 7.[r )j>(jO • - cos[.vare 1 ang (ax ±_§.r -h_ 7 s_-K.. 4 } d ^ (f , 

| I -h ( OCX -h 6 / 4- 7 ; 4- . . .)- | 2 


I ‘ " /*’ / ‘ . 9 ( X.Cf.H ( rl* • • sin | y an: lang( ar +ir_+ys_+ • v : 1 1 ( / r ,/ y ,{- 

*• * [1 4-(a./.' 4- 6..V4- 7 -4-. • O 2 ] 1 

Si l’on réduit les variables a\ y, z , ... à une seule, la formule ( 22 ) 
donnera simplement 


i»:*) 


r 

- 00 


<tt = airv'-T £ - îi-tjfi» 




-a.r V'— 1 / 


Lorsque la fonction 9(0?) et la quantité s seront réelles, l’équation ( 23 ) 
fournira en même temps les valeurs des deux intégrales 

/■” 9(2.') cos (.v arc tanga.r) f*?S x 'l sin (-<arc tangg.r) ^ 

■’ - (1+ ****)* (i + a-.r 2 ) 2 

Si, pour fixer les idées, on prend 

9 ('*')- 


1 4- .r" 1 



EXTRAIT N° 112. 


i:> 


la formule (2*3) donnera 


C-îî) 


/ 


de 


• — “ ( I ~t" t yi ) ! I — 


u-+-»)*■ 


puis on en conclura, si l’exposant s est réel, 

(■* 5 ) 


ens ( v arc lamra.c) . 

- -’ - (f.v ” 


/ '■ 

' -(H-x')(i+sV) s 


f-l-ac)* 


Ali reste, on prouverait aisément que la formule (2 j'i n’est pas altérée 
quand on y remplace le binôme 1 — a.ry — 1 par le binôme 1 -l- x .r\ 1 : 
et cette remarque entraîne dans tous les cas l'équation ( af>). Cela posé, 
rien n’empècbe d’attribuer à s dans la formule (20), aussi bien (|ue 
dans la formule (2/1), une valeur imaginaire dont la partie réelle soit 
positive, ou même nulle. 

Si, dans la formule (20), on pose 


.v / \ / - 1 , 


/• étant une quantité réelle, on obtiendra deux nouvelles formules, 
savoir, 




/• , 


/ ... JO 

e~ r,xrr ) cos 


}- z 2 .r ù ) 


~cos| /• 1(1 i y. 1 | 


et 



^raiTi.irgax _| . 


<■ 


') si 11 


I (1 I -aCr*)' 


de 

1 -f--r- 


— sin j /■ 1 ( 1 ■!- y. l |. 


Si l’on diiïérenliait une ou plusieurs fois de suite les équations x\ ), 
(20), par rapport aux quantités a, s, on obtiendrait de nouvelles for¬ 
mules, par exemple la suivante : 



cos (.v arc tanga.*?) 

S 

(1 +.r s )(i -4-aCrV 


1 (1 -H a’a -2 ) de 


Ü7rl(l + 2 ) 

(,i -T- a ) 4 ' 


On pourrait encore déduire du principe général rappelé au commen¬ 
cement de cet article, les valeurs d’un grand nombre d’autres inté- 
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grales définies simples ou multiples. Parmi ces intégrales, on doit 
distinguer celles qui se trouvent déterminées dans le Mémoire déjà 
mentionné. 

Kn terminant cet article, nous ferons une observation qui n’est pas 
sans importance. Les formules auxquelles nous sommes parvenus 
subsisteront généralement, sous la condition que les valeurs des inté¬ 
grales qu’elles renferment demeurent finies et déterminées. Elles 
pourront se modifier, si cette condition n’est pas remplie. Mais, pour 
savoir ce qu’elles deviendront dans ce dernier cas, il suffira ordinaire¬ 
ment de recourir aux principes que j’ai établis dans mes divers Mé¬ 
moires sur la théorie des intégrales définies, par exemple, de réduire 
les intégrales définies qui deviendront indéterminées à leurs valeurs 
/H'incipales, et de remplacer les intégrales qui deviendront infinies par 
d’autres intégrales du genre de celles que, dans le Mémoire du 2 jan¬ 
vier 181 5 , et dans les Exercices de Mathématiques, j’ai désignées sous 
le nom d’ intégrales définies extraordinaires. ( Voir le Volume I des 
Exercices de Mathématiques, p. 5 7. ) 


113 


Mk c.vniquk céleste. — Méthodes propres à simplifier le calcul des 
inégalités périodiques et, séculaires des mouvements des planètes. 

C. R., t. XII, p. 84 (11 janvier 1841). 


Le calcul des perturbations des mouvements planétaires dépend, 
comme l’on sait, du développement d’une certaine fonction R, appe¬ 
lée la fonction perturbatrice. Déjà, dans les Mémoires publiés à Turin, 
en 1 83 1 et 1 83 a, ainsi que dans les Comptes rendus des séances de l’Aca¬ 
démie des Sciences (voir les n os ll et 12 du second semestre de 1840) ('), 
j’ai donné des formules qui permettent d’obtenir directement le cocffi- 

l 1 ) Œuvres de Cauchy> S. I, t. V. — Extraits n 08 95 , 96 , p. 288-311. 
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oient d’un terme quelconque correspondant à une inégalité donnée, 
dans le développement de la fonction R, en une série de sinus et de 
cosinus d’arcs qui varient proportionnellement au temps. Mais la con¬ 
vergence de cette série est assez lente; et comme, par suite, le nombre 
des termes que l’on devra conserver dans le développement de la fonc¬ 
tion perturbatrice R est très considérable, il importait de réduire la 
détermination numérique des coefficients de ces mêmes termes à la 
recherche des développements de R ou d’autres fonctions en séries dont 
la convergence fût plus rapide. Or, pour atteindre ce but, il suffit de 
développer d’abord la partie de R qui correspond à deux planètes en 
une série simple, ordonnée suivant les puissances négatives de la dis¬ 
tance qui séparerait ces deux planètes, si les plans de leurs orbites 
coïncidaient et si le mouvement elliptique de chacune d’elles se ré¬ 
duisait au mouvement circulaire; puis, de développer les coefficients 
des puissances négatives dont il s’agit en séries de sinus et de cosinus 
d’arcs proportionnels au temps. Après ces deux opérations, la fonc¬ 
tion R se trouvera représentée par une série multiple dont les divers 
termes seront précisément de la forme qu’a indiquée M. Liouville dans 
son beau Mémoire du rt juillet i 836 , en sorte qu’on pourra immédia¬ 
tement faire servir les fonctions elliptiques ail calcul des perturbations 
planétaires. Ajoutons que de cette série multiple on passera facile¬ 
ment à celle qui représente le développement de R uniquement or¬ 
donné suivant des sinus et cosinus d’arcs proportionnels au temps, 
attendu que le coefficient de chaque terme dans la seconde série se 
trouvera exprimé par une fonction linéaire des coefficients de divers 
fermes de la première. On voit donc combien il était à désirer que l'on 
pût disposer les calculs qui doivent conduire à la première série, de 
manière à les rendre facilement exécutables. Celte condition se trou¬ 
vera effectivement remplie si l’on suit la marche que j’exposerai ci- 
après. 


:s 


Œuvres de C. — S. I, t. VI. 
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A.nalysiù 

§ ]. — Considérations générales. 

Soient 

ni, m 'les masses des deux planètes; 
r, /•' leurs distances au centre du Soleil ; 
y leur distance mutuelle; 

à l’angle sous lequel cette distance est vue du centre du Soleil. 

Dans la fonction perturbatrice R, relative à la planète m, la partie cor¬ 
respondante à la planète ni sera 

m'r ^ m' 

— JT (‘OS O - , 

r 1 x 

en sorte que l’on aura 

/ x ■> mr -x m> 

(>) R — -77COS0-+-...- 

/ x 

la valeur de x étant 

1 

ta) t (/•* — a /•/*' cos 01- r ’ 1 ) 2 . 

Soient d’ailleurs, dans les ellipses osculatrices des courbes décrites par 
les planètes tu, ni, 

p, p les longitudes de ces planètes; 
i, <1/ leurs anomalies excentriques; 

T, T leurs anomalies movennes; 

V 

a, a' les demi grands axes; 

i les excentricités ; 
rc, n' les longitudes des périhélies; 

t, t' les instants des passages des planètes ni, ni par ces périhélies, 
tinfin, M étant la masse du Soleil, posons 

M -+- ni Y 1 

x (l" d J ' 
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Les «anomalies moyennes T , T seront liées au temps / par les équations 
linéaires 

T — c(t — t), 7* = c'(/-?'); 

et, si l’on pose encore 

les équations du mouvement elliptique de chaque planète seront de la 
forme 


(») 


/•=:«(! — £ COS'.JO, 


(l) 


cos(y> — 


co s ’b — s 
i — e cos’è* 


sin(/> — ct) 


x sin è 
i — e cos'è ’ 


étant une fonction implicite de T , déterminée par la formule 


( 5 : 


-è- esin-} = T. 


Ajoutons que, si, en nommant I l'inclinaison mutuelle des plans des 
deux orbites, on prend 

, I .J 

Il COS* - , V — SOI* - , 

1 '2 % 

on aura 

( () ) COS <3 — |1 cos ( p' — /> -f- II ) -I- v cos ( p' ■+■ P -h * 1 » ), 

II, <1> désignant deux constantes qui dépendent des positions de ces 
mêmes plans. 

Cela posé, pour déterminer les diverses inégalités périodiques ou 
séculaires, produites dans le mouvement de la planète/// par l’action 
de la planète ru', on devra développer, suivant les puissances entières 
des exponentielles trigonométriques 


1 y e r v 1 y 

les deux termes qui sont proportionnels à ni dans le second membre 
de la formule (i), c’est-à-dire les deux expressions 

m'r ^ m' 

—jr cos O,-> 
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ou, ce qui revient au même, les deux fonctions 

/'COS Ô I 

( ’/ ) ^ 

/ X/ 

D’ailleurs on tirera des équations ( 3 ) et (/j) 

cos(/> — ct) — cos| — s, ^ sin (/> — ct) — z siir}, 

el, par suite, 

I L ,,(/>-rr) v -i — cos ,l / _ e _|_ z sili'^y/— 1, 

< 8 > i r — 

| i , ; -<p n >v' 1 — cos'j/ — £ — z siirly -1 ; 
puis ou conclura des formules ((>) el (8 ) 

/•/■' , i c<» w+ra') V ' i fcos'V— e'+ ■/' siruVi/--1) (cos’L - i — z siivW. 0 

—, COS O •"- 

,tn ‘ ' + -wh ra')v-i (cos'} ; — î' — y siii'j/y/— î) (eos'l — £ -t- z sin']/y / -1 j 

i ira tcrV-i (cos'L'-— &' -f- y.' sin'j/y/-~ i) (c«S’{/ — £ I- z sin'|>y' -i! 

■■■ ~‘ J —, , 

_j. e -( , l>H-o+n , ) v /~i ( cos .y_ £ '... z' sinfy/- • i j (cos! - e — z si11']>y'- i ) 

Enfin, si, en apportant une légère modification aux notations ci-dessus 
admises, afin de simplifier l’équation (9), on représente par 

Il -f- CT - ct', <l> - CT — ct' 

les deux constantes jusqu’ici représentées par II et <I>, les équations (G) 
et (9) deviendront 

(10) COSO r= ;i cos(// — ct' — /> I- CT 4- II) -i- y cos(// ct' 4 - P -- CT H- < 1 >) 

et 


/'/•' V 1 

1 —,coso--. -p 

« 1 W-" 

(cOS']/- 

1 - z.’ siii'j/'v 

- l)(cOS'| — £ 

- z sin'j; y - 1 j 

1 au 2 ‘ 

+ (' "v' 1 

(cOS<|/~ £'• 

z' siii'j/y' 

1) (cos>ji -- £ - 

zsiirj'V 7 .1) 

i ! 


(cOS'}'-- s'- 

, % 

i- z' sin^'yG 

— l) (cos^ — £ 4 

- zsin|y/-~i) 

- z siniy^ 1) 

[ ^ 

4 - c-’IV - ' 

(cOS’j/ — £'• 

-- z' sin^'y,''- 

— i) (cos'i — £ - 
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Or, eu égard aux formules (2), ( 3 ) et(u), les quantités (7I, dont la 
première est égale au rapport 


rr coso 


pourront être immédialement exprimées en fonction des anomalies 
excentriques 

«I 'V 

et développées en séries qui soient ordonnées suivant les puissances 
entières, positives ou négatives, des exponentielles trigonomélriques 

o'Vv i*'\ V 1 , 

ou bien encore en séries qui soient ordonnées suivant les puissances 
entières, positives ou négatives, des exponentielles Irigonométriqnes 

D’ailleurs, la recherche des développements de la seconde espèce 
pourra être réduite au calcul de termes contenus dans d’antres déve¬ 
loppements de la première espèce, en vertu des théorèmes que nous 
allons énoncer : 

Théorème I. — Soit * une fonction de la variable 6 liée à la variable T 
par l'équation ( j) et n une quantité entière positive ou négative; le coeffi¬ 


cient de 


,,'ilV I 


dans le développement de v en série ordonnée suivant les puissances en¬ 
tières de e ‘ v , sera en même temps le coefficient de 


dans le développement de l'un quelconque des deux produits 


(1 î eos’ji)» e'* Ssin 'W 




en série ordonnée suivant les puissances entières de e^ '. 
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Démonstration. — En effet, si l’on pose 

*-'L« n e nT ~\ 

le signe 1 s’étendant à toutes les valeurs entières positives, nullcs ou 
négatives de «, on en conclura 

i r î7t . 

m) ■ — I ne- n, '~ l dT, 

puis, en intégrant par parties, 

/ » 27 T _ 

—~e n ' r v- 1 l)j»d r T. 
n y/— i 


Sh maintenant on a égard à la formule (5), les équations ( 12 ), (i3) de¬ 
viendront 


(i*1) 



I (1 — £ COS^ ) HC tl ^ s * n ^ v^~' C ' 
0 

J ,, 2 TT _ 

f --- çnlsiutyyj-i — " 

« n y/- 1 


£/-|, 

•w 


cl de ces dernières, comparées.à la formule (12), on déduira immédia¬ 
tement l(i théorème I. 

Au reste, le théorème I qui se déduit aisément, comme on vient de 
le voir, des propriétés d’intégrales définies déjà employées par les géo¬ 
mètres dans les problèmes (l’Astronomie, pourrait se déduire encore 
du théorème de Lagrange sur le développement en série des fonctions 
implicites. 

Corollaire 1 . — Si l’on pose en particulier n — o, les équations (12) 
et (14) donneront 


(. 5 ) 


1 r în r, t r 2n 

“ / t idT —-— / (1 — ecos'-jj) h d\i. 

" d 0 T - J a 


Cette dernière formule entraîne évidemment la proposition suivante. : 

Théorème 11 . — Le terme constant, c’est-à-dire indépendant de Vexpo¬ 
nentielle dans le développement de la fonction » en série ordonnée 
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suivant les puissances entières de cette exponentielle, sera aussi le terni - 
constant du développement de la fonction 


«( i — eos'j/) 

en série ordonnée suivant les puissances entières de è '< v 1 . 

Des théorèmes I et II on déduit encore immédiatement ceux que 
nous allons énoncer : 


Tiikorèmk III. -- Soient a une fonction des variables y, y' fiées aux va¬ 
riables T, T par les deux équations 

| - 2 sill-j, T, -y - •' si II -y T, 

et n, n' deux quantités entières positives ou négatives. Le coefficient de 
l'exponentielle trigonométrique 

T è-tt' T) y 1 

dans le développement de la fonction « en série ordonnée suivant tes puis¬ 
sances entières de 

e l *, 

sera en même temps le coefficient de 

a 1 "} h 


dans le développement de l’une quelconque des quatre fondions 
(l — £ eOS'ji) (l — z COSy )atf" îsin 'l' 'J 1 ^ 



• £ eOS'ji) e n't'ùn'Y v - 

1 Ity. 

I 

— z COSy \ 


- ( 1 

>l)y 

/4 \' — 1 

1 

-; C fl ~ 

n n 




en série ordonnée suivant les puissances entières de è'd’ 1 , //\ 


Tiikoiikmk IV. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 
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precedent, le terme constant a 0<0 du développement de la fonction a, en 
série ordonnée suivant les puissances entières des exponentielles 

<//y=ï e r s /-i t 

sera aussi le terme constant du développement de la fonction 

h(i — £ COS'}) (l — £'cos}') 

en série ordonnée suivant les puissances entières des exponentielles 

e'W-ï, tf'VvPï. 


§11. — Développement de In fonction 


r coso 

T.'u ' 


,a fonction 


/• coso 
2 ".. 


pouvant être présentée sous la forme 


rr 1 coso 




il résulte des formules ( 3 ) et (9) du § I, que l’on pourra immédia¬ 
tement développer cette fonction suivant les puissances entières de 
e T ' \ r /v si l’on sait développer de la même manière un queleomjue 
des quatre produits compris dans la formule 


cos}'— e'ib x si 11 }' 
(1 -- é cos}') :| 


, COS } — - £ zt x sio } y/ — I ) 


ou, ce qui revient au même, si l’on sait développer, suivant les puis¬ 
sances entières de c r ^~', chacune des deux expressions 

cos} •— £ ■ i- X sio} é — I 


. . . /- 

COS 7 •— £ -|-X Slll'i» V-- I, - , , 

f ’ (I — £ COS} ) * 

desquelles on déduit immédiatement les deux suivantes 

. cos} — £ — xsio'W—1 

cos} — £ -- x soi} \l— 1, - T -,--. -> 

T T ' (1 — £COS})-> 
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en changeant seulement le signe de \/ — i. Or, si l’on pose d’abord 

( 1 ) 8 — COS<]> -£ -H X si 11 ’]/ \ - I , 


on trouvera 



D^h — x eos’l f- sin r |» y 7 — i ; 


cl, en vertu du théorème I du § I, le coefficient a /( de c" 7 ' dans le 
développement de la fonction a, se réduira au coefficient de c 1 dans 
le développement du produit 


— (x cos']/ -t- sin]» y/— i ) *, 


ou, ce qui revient au même, au terme indépendant de c^ s ' ‘ dans le dé¬ 
veloppement de la fonction 


i 

U 


x cos']/ -f- siii'l y/— i) i < .'iêsin']/v i_ 


Or, comme on a généralement 


^'lîsuy \j 




1 


(m sio']/ y/— i 

1.2 .. .A 



le signe 1 s’étendant à toutes les valeurs entières milles ou positives 
de k, si l’on désigne par 

le terme indépendant de 1 dans le développement du produit 

e''W-i(î cos]/)> (2 sim-J/y 7 — i) 4 , 


ou, ce qui revient au même, le terme indépendant de æ dans le déve¬ 
loppement du produit 


on aura 


;r‘ ( ,r t- ,r~' y (jc —- a? - ‘) A ’> 


(•o 


V 1 n k 1 (t ' 

r. 97 .:"k\Z, 


Il y a plus : les quantités entières de la forme N /(/ A sont évidemment 

OF.uvrcs de C . — S. I, 1. VI. 4 
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lices les unes aux autres par les équations 


05 ) 


\ ’O’/, y, 4— 3î>,-t-l,y--l, A- 1 -l, y — 1, 4 * 

^ O’ /, y, A -- h- 1 , y, 4- 1 l,y,4 — !» 


t*t, si l’on désigne à l’aide de la notation 

(•)/, 

l<* eoellieient de v dans le développement du binôme 

t • -i- •*•)', 

c’est-à-dire, si l’on pose 


(i) 

on aura 


(1)4 = 


1(1 - I ) . . . ( I /.' -+- I l 


I . • >. .. ) 


(•V) 


/. — // 4- I 


n ,0, /• t-1 — i 0 ** 1 ^ 0A - n -h 1 i 

/,• — // e l 

zfli' - /M-l,0, A* ~î"* /I — 1 , 0 , A - ( 0 2 I ( ) /> n tl ( ^ )/. n i 


Ajoutons que, si l’on prend n — o, la valeur de «„ réduit»* à sera, en 
vertu du théorème II du $ I, égale au terme qui reste indépendant de 
dans le développement du produit 

i i — î cos-p)*» ( i — s eos’p) ( cos',}/ — z - \- y. si n 1/ y/— i ; 

j I — }î(c'W-*-h yr’W-')| [( | -f- x )<f'W- î • |-(l — x)C ■'t / v' « .. 

de sorte qu’on aura 

(<>) *„ 

Posons maintenant 

eos’4' — :+x sin vp y — 1 

' ( i — s eosip)* 

Alors, en vertu du théorème I du paragraphe précédent, le coefücienl «„ 
de e" /v .~ ', dans le développement de la fonction u, se réduira au coef- 
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tieient de dans le développement du rapport 

i«'!j -— ? -i- v siii’.L 


• S) 


cos r ~. £ . x s,n r V ~~ , 
( i — £ ooS’i )‘ 2 


D’ailleurs, si l’on pose, pour abréger. 


i - y. 


f i x 


c’est-à-dire, en d’autres termes, si l’on désigne pai r, 
moitié de l’angle qui a pour sinus j, on trouvera 


la tangente de la 


cos’!/ 

— • ■ h /, sin ’l • 

i - -‘fi 

■>. r, 

v 

. \ * 
l ) " ^ 

i - 

-- : eos'f/ • - 

• * ) 

-- Y, Y*"’'}' V 1 ' ( 1 

- v^v a 


, par suit(\ 





(‘OS 

3 h/. siicj/\ — 


r y (f'Vv' 1 

J"" 2 


Donc l’expression (H) deviendra 

——- v 1 ( i 1 1 v " * ) t ‘ 7 - s ' 11 ÿ é *. 


et le coefficient de r" 1 ' dans la fonction », se réduira au terme qui 
restera indépendant de ' dans le développement du produit 

i()) -a * 7 1 ( i - - r, e'î' ^ 1 ) f ' 1 sl " v q 

de sorte que, en ayant égard il la formule 

on trouvera 

( lo) 

le signe 1 s’étendant à toutes les valeurs entières milles ou positives 
do h et de k. 


( i — r ,\l 1 ) 2 z: 1 (h -f- i )r/' c h '\. 


-^S (h H - 1 ) -^’/i 


/. i 


n + \ ,o,/ 


/, ' 
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Si, dans la formule (10), on réduit le nombre n à zéro, elle donnera 
simplement 

(il) «a—<>, 

attendu que, pour n = o, le produit (9), réduit à la forme 

— e'P v r 'i ( 1 — r t e*t V) '*= —( 4- a r t e 2 ’W~> 4- 3 r l i e v h~ T +...), 

i S 

ne renferme pas de terme indépendant de l’exponentielle . 


§ III. - Sur le développement de la fonction - 

K11 vertu de l’équation (2) du § I, 011 a 


O 


v * cos 0 4- / 


J'2 


D’autre part, si l’on réduit à zéro les excentricités s, s', ainsi que l’in¬ 
clinaison mutuelle I des orbites décrites par les planètes ni, ni, on 
tirera des formules ( 3 ), (d), ( 5 ) du § I, 

/' a, p --- ITT - — T, 

et 

/■'=«', p’ -n t' -■ f r= 7"; 

et, comme on aura 

[X — 1 , v — o, 

la formule (10) du même paragraphe donnera 

cos ô cos (7" — 7’ 4 - H ), 


en sorte que l’équation (i) se trouvera réduite à 

(•>.) S- a aa! cos( T — 7’ -4- H) -h a \ 


Posons maintenant, jiour abréger, 



la formule (2) deviendra 


i*=aaa'[X~ cos(7 V - /’4 II)]; 
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et si, dans le cas où chacune des quantités 

s, s', I 

diffère de zéro, on pose 

( > t*= ■>.aa'[ï - eos( T 1 - T t II) t- «J, 


2 ) 


la quantité a restera généralement très petite en même temps que 
£, i, I. Alors aussi représentera la différence entre les deux va¬ 

leurs de t 2 que fournissent les équations ( i ) et (t»), en sorte que l’on 
aura 

•>. aa’ h / • ■ - a- t- r- - a'- .>./ /•' coso -+■ irr/t' c os( /'- /’ i 11 ), 


et, par suite, 



\ I a 

i i .. i ... . 


A . L 

r 

W 

ii t 

/ x a 

.... 

U ' 2 

J a 

ci 


COS O 


i- cos( 7 ' . T 


11). 


D’autre part, en posant, pour abréger, 

(<}) \ . | >. — cos( T' T i- Il >| *. 

on tirera de la formule (/j) 


17) 


{■>. a a 


'< ! V,, .i"> v 


le signe 1 s’étendant à toutes les valeurs entières milles ou positives 
de 1 . Or il suit de l’équation (-) qu’il deviendra facile de développer ' 
en série ordonnée suivant les puissances entières des exponentielles 


c'y 


C 


r 


v - i 


dès que l’on aura développé séparément en séries 
deux fonctions 

h 1 et A. 


de cette espèce les 


En effet, supposons d’un côté 


(8) 


A — 2 A,, t >'xe / Hll) v i 
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et d’un autre côté 

le signe 1 s’étendant à toutes les valeurs entières de //, ou de // et ri ; 
on aura généralement 


( 1 o ) 


A_„=A a 


<‘t il est clair <jue, dans le développement du produit 

h 1 D- A. 

f/aT-t- ri T) I 


le coefficient de 


sera 


i m) 


\ v, l>xVu ^ ' + W-, l»i A,*«»'V 

< ! > ivi 4 „_n.r~7 . '•> «J 


( ' I)’ A.e-HV ‘-1- I)! \ r 2II 

// 1, //'-4-t ■*/. * I C 1 */i 2, //’-<-2 11 A *2 ( 


!' t 


Donc (te coelticicnt pourra être considéré comme une fonction linéaire 
des quantités de la forme 


K "> 

K /f /« , //' A * 


multipliées chacune par un facteur de la forme 

D- 

Il <*st même important d’observer que les diverses valeurs de 

(li 

H /t -f- /» , ri - A 

représenteront les coefficients des diverses puissances de c r/ 1 dans 
uni 1 seule partie du développement de a 1 en série ordonnée suivant les 
puissances entières des deux exponentielles 

savoir, dans la partie de ce développement qui sera proportionnelle à 
l’exponentielle 


e \n + ri)T\— 1 
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Cette remarque très simple permet d’obtenir la somme ( 11 ) à l'aide du 
théorème que nous allons énoncer. 

Théorème. Posons 

(13) « - 2 h h e n, \ 

et plus généralement 

( 13 ) *' — 2*y , c nr é-', 

y, n et désignant (les fonctions de la seule exponentielle 

(■} I /. V 

Quand on voudra obtenir le coefficient de 

(t ni\nV '» v / I 

dans le développement du produit I)-_A, il suffira de chercher le coeffi¬ 
cient de /'exponentielle 

<■" < 'Y 

dans le développement du produit 

■w l>>.A. 

Observons encore <jue du développement <b‘ la fonction « on dé¬ 
duira aisément, par des multiplications successives, les développe¬ 
ments de w 2 , Y, ..., a 1 . Donc, des diverses valeurs de a„, supposées 
connues, on pourra aisément déduire les diverses valeurs de 

En vertu de ce qu’on vient de dire, pour réduire la recherche du 

développement de - à celle du développement de a, il suffit de con¬ 
naître les valeurs numériques des facteurs de la forme 

I)' A. 

M. Le Verrier a donc exécuté un travail fort utile pour l’Astronomie 
en construisant des Tables qui fournissent avec exactitude ces valeurs 
numériques. Il est d’ailleurs généralement très avantageux de substi- 
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tuerait développement de la fonction ~ celui de la fonction y, attendu 

que des deux séries multiples, produites par ces développements, la 
première converge très lentement, tandis que la convergence de la 
seconde est pour l’ordinaire très rapide. En raison de cette dernière 
circonstance, on pourrait employer avec succès, pour développer y et 
y' en séries, ou les formules d’interpolation connues, qui reposent sur 
les propriétés des racines de l’unité, et que j’ai précédemment appli¬ 
quées à des problèmes de Mécanique céleste dans mon Mémoire de 
i 83 a, ou la nouvelle formule d’interpolation que j’ai donnée en 1 835 , 
ou bien encore celle que M. Le Verrier a présentée récemment à l'Aca¬ 
démie. Au reste, on pourra aussi développer facilement en série la 
fonction », en partant de la formule (o), et ayant recours aux théo¬ 
rèmes établis dans le premier paragraphe. Déjà nous avons ainsi obtenu 
le développement de la fonction 


cos>^ 


x siii'li y/- 


duquel on déduira immédiatement ceux des fonctions 

eos'| — six sin^y/— i, cos<]/— e'±x' sire]/y/— i, 
par conséquent celui de la fonction 


/• /- 

-; COS O, 

a a 


déterminée par la formule (i i) du § 11 . Or, en effaçant dans le dernier 
développement la portion équivalente à cos (F — T -h II), et changeant 
le signe du reste, on obtiendra la partie du développement de y qui re¬ 
présente le binôme 

— ~ eosrî -+- cos (F- 7 ’+ II). 


Pour être eq état de calculer l’autre partie, ou le développement de la 
somme 


1 a / / -î 

2 a ! \« 4 


1 a 

~ - 

2 a 



— i 


— i 
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il suffira (le savoir développer l’expression 



en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de e Tv Or 
il résulte immédiatement du théorème I du § 1 que le coefficient de 


dans cette série, sera le terme indépendant de e^ - ', dans le dévelop¬ 
pement du produit 

l 

n\J — î 


"’W 1 |), ( L. 


(T 


Donc, puisque Ton a 

/ /* 2 \ 

IW -j j !).*,( I —£ COS'} )* = 2 £ ( I — £ COS<})sin'}, 

le coefficient dont il s’agit sera, pour n >o. 

„/• • /g' 

(• 4 ) — JA hl) j——ÿ-J, ( ~ 


. k t-l 


Ajoutons que le terme correspondant à n — <>, c’est-à-dire le terme in¬ 
dépendant de e r ' dans le développement de la différence 


/- 


sera, en vertu du théorème 11 (§ I), équivalent au terme indépendant 
de c'W-'.dans le développement du produit 


(l — £ COS'})*— (l — £ COS'}) 



par conséquent à la quantité 

*«*• 

Lorsqu’on se propose en particulier de trouver le terme indépendant 
de e ry/ 1 dans le développement de la fonction ou, ce qui revient au 


OEuvres de C. — S. I, l. VI. 
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mémo, le terme indépendant de dans le développement du rap¬ 
port 

I — ê COS'ji 

-, 

v 


il est avantageux de remplacer les équations (4) et (o) par les deux 
suivantes 

i 3 —. ■uia'\), — cos( -h II) -+- h], 



COS O -h COS ( 'V — 'i> -f- Il ), 
au 1 


dont la seconde fournit une valeur de a qui renferme seulement, les pre¬ 
mières et les secondes puissances des exponentielles 

c ±: 'W~ T , e^'Y 

Alors aussi Ton peut appliquer à la recherche des coefficients renfermés 

dans le développement de - une nouvelle méthode d’interpolation fon- 

<lée sur les propriétés des racines de certaines équations réciproques. 
C’est au reste ce que je montrerai plus en détail dans un autre article. 


lli. 


Mé canique céleste. — Sur les variations séculaires des éléments 
elliptiques, dans le mouvement des planètes. 

C. H., t. Xlf, p. ï 89 (»5 janvier i8{i). 

Soient 

m, tri les masses de deux planètes; 

r, /•' les distances de ces planètes au centre du Soleil ; 

t leur distance mutuelle; 

à l’angle sous lequel la distance est vue du centre du Soleil. 
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Soient encore, dans les ellipses osculatriees des courbes décrites par 
les planètes m, m\ 

/),/>' les longitudes de ces planètes; 
y, y leurs anomalies excentriques; 

T, T' leurs anomalies moyennes; 
a, a les demi-grands axes; 

3, a' les excentricités; 

gt' les longitudes des périhélies. 

Si l’on nomme R la fonction perturbatrice relative à la planète ///', 
ou aura 


la valeur de x~ étant 


i- /- — ■>. rr eoso -l- r 


Cela posé, concevons que l’on se propose de calculer les variations 
séculaires des éléments elliptiques de la planète m, dues à l’action de 
la planète ni'. Pour y parvenir, il faudra, dans les équations différen¬ 
tielles qui déterminent ces variations, substituer ii la fonction R le pre¬ 
mier terme du développement de 


eu une série ordonnée suivant les puissances entières des exponen¬ 
tielles 

e' r < 

c’est-à-dire le terme de la série qui sera indépendant de ces exponen¬ 
tielles. On n’aura point à s’occuper du développement de 

///'/* COS O 


puisque le premier terme de cet autre développement serait nul 
( p. 27-28); et comme on a d’ailleurs 


— m x - > 

V 
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la question se réduira simplement à la recherche du premier terme 
de la série qui représente le développement du rapport 


suivant les puissances entières des exponentielles 

e r v~ l , e ' r 'S-'. 

Donc, en vertu d’un théorème précédemment établi (p. 22-24), la ques¬ 
tion pourra encore se réduire à la recherche du premier terme de la 
série qui représentera le développement du produit 

- (1 — SCOS<è) (1 — £' COS 4/) 

V 

suivant les puissances entières des exponentielles 

e’W -1 , e’t'V - *. 

En nommant I l’inclinaison mutuelle des orbites des planètes ni, tri, 
et prenant 

.1 2 1 

|jL = cos*-» v = sin 2 -j 
1 a 2 


on a, comme nous l’avons remarqué (p. 20), 

(3) COS O = [X cos (//— ct' — p CT -H II ) V cos (p 1 — CT 1 -\- p — CT 4 - ( I>), 

II, < 1 > désignant deux constantes qui dépendent des positions de ces 
mêmes plans. D’autre part, si, en raison de la petitesse des excentri¬ 
cités et des inclinaisons, on pose, dans une première approximation, 

ja = 1, v — o, r — a, r' — a’, p — ct — tp, p' — ct'•= 4/ ; 

on verra, par suite, la formule ( 3 ) se réduire à 

COS<î — COS(<è'— + H), 
et l’équation (2) à la suivante 

v s = 2 aa' [X — cos (tj/ — + II)], 
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la valeur de k étant 


i 1 / « « 

a V <7 


Donc, en posant, pour abréger, 

A = [X —cos(*y--j; -h II)] 
on aura, dans une première approximation. 


( , 2aa f ) *A. 


Si, au contraire, on veut calculer avec exactitude la valeur du rapport 

i 

-> on pourra supposer 

v* — cuia' [X — cos (y — y -h Il ) -+- h|, 

et l’on trouvera, par suite, 


(■a au') 2 [À — cos — 'è +- H ) -+- k] 


ou, ce <]ui revient au même, 


:=< w > 


le signe 1 s’étendant à toutes les valeurs entières nullcs ou positives 
de I. Alors a sera généralement une quantité très petite, déterminée 
par la formule 

(G) H -i « + i -(^-,)-^coso' + eos(y-'> II ) : 

a \ a- ) 2 a \ a l / aa T 


et, comme on aura 

I V'' 

(7) -(1 — ecos-jO (1 — s'cos y) — \ —-1 (1 — scosy (• — «' cos y.) D) 

la recherche du premier terme du développement du produit 

^•(l — SCOS*]') (l — 6'cosy ), 
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en une série ordonnée suivant les puissances entières des exponen¬ 
tielles 

e’W-ï, e'Y<~\ 

se trouvera évidemment ramenée à la recherche du premier terme du 
développement du produit 

(S) - * - ( i -■- £ cos'i) ( i — î' cos y ) D- A, 

en une semblable série. Cette dernière question est celle dont nous 
allons maintenant nous occuper. 

La quantité 

v |Â.cos (-y. ’b t- 11)1 s 

(|iii dépend de la différence y — 6, peut être présentée sous la forme 

(«,) \ :--2Ï\„e ui y 

le signe 1 s’étendant à toutes les valeurs entières, milles ou positives 
de n, el le coefficient A„ désignant une fonction déterminée de n, qui 
satisfait à la condition 

<">) A — A„. 

Supposons maintenant que, le produit 

, T, -j (• ~~ 3 cos y) (i — Y eos'V) 

étant développé suivant les puissances entières des exponentielles 

eW~, eYi', 

on nomme 

« = f(-| - y.) 

la partie du développement qui dépendra uniquement de l’angle 
y — y ou y — y. Le terme constant de la série double, qui représen¬ 
tera le développement du produit (8) suivant les puissances entières 
des mêmes exponentielles, sera encore évidemment le terme constant 
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de la série simple qui représentera le développement du produit 

•j»! A 

suivant les puissances entières de la seule exponentielle 


D’ailleurs, si, après avoir développé la fonction 

H OU Ü 1 

en série ordonnée suivant les puissances entières des exponentielles 

on désigne, dans le développement, par 

1 ou par 1 

la somme des termes où ces puissances odViront dt‘s degres dont 1 ad¬ 
dition reproduira le nombre//, alors, des formules 


(II) 

ikf 

H 

( 1 > ) 

H 1 

jointes à 

l’équation identique 

( 1 - 
i 

- î C.OS'è ) ( 1 - S* COS -y ) 


:l i- — COS( 'l — 'i ) — 

( i A ) 

i 

>. ' 

on tirera 


•j Z 

: H 0 J 14 - ( ‘ 0S( /V f f ) 


/ „ 

— «j e *' ‘ 1 -1 


— h { e ^ 1 


«-r-2 «„<*■''Vv' 1 


H [ :rr. v' 


*4 « ~ ‘V* 1 ) ■ 1 ' ^ #' l ‘^' » ‘ 

/ \ 


1 1 -i- - r Y v 




y v ï 


) ; A 


C .V I i . 

— e * v 1 ) -r w t 

\ 


fti !/ v I f» 'V * 


-rv » -•>/' * 5 '*' * 1 

i 
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et plus généralement 


+ £ |cos(f-|) 


(l'i) y- 




. ( £ e-W-' + i c -+'* Ci ) + “ tr | 


j \2 a / 'I 

[ _ e-+/^ j^î e V“i + l' + »"» 4e 2 'K“ï ^ e "MV 


D’autre part, comme, en posant 


•/-(r-ê 5 ) 1 , x'= (I — e'*) 2 . 


on aura dans la formule (G) (»otr les pages 19 et 20) 
/’ /'* 

( I 5 ) — I — £ COS<L, =: I — £ COS’V, 

a T a T 


d'i) 


rr ^ 1 

-. COS <3 - ’J. 

(Ht 1 


6' ,| v / -' (costj/ — e'-f- x' sin^'y/^Tl) (cos^ — £ -- xsimjV— 0 
|_+ e-lty-i (cos'y— t' — y sin 4 ,, V / ~ »)(eoscp — £ H- xsin'lv^ -1) 


e'W - 1 (cos<.{/ — e' + y.' sin^'v/—(cos^ 
H- ■ 1 ( cos 4 »' — e' — x'sin^y— 1 ) ( cos^ 


£ + xsin^y/— i) 
e — >1 sincpy/— 1 ) 


la formule (11) pourra être réduite à 

(17) a = i -h 8_. 1( e~'W-'+ h 0 +H|e'W-‘4- 

les valeurs de 

H_ 2 , 8_j> y 0 , 8|, 82 

étant déterminées par des équations de la forme 

( « )-■=« 1,0 -(-«0,-1 

d«) 

( «I «1,0 + «0,1 

/ 8_,^ «-2,0+ e ( 'P ■ 4 'V-‘-4- 8 0) _,e s( 'l' _ 'î'')v , “ l , 

09) a 0 =«0,0 +«1,-, > l ~\ 

I «j ~ «2, 0 e ( Ÿ~ty'f~ i +* 0it e s(l l / '“'î' ) v'“ 1 ) 

et 8,,, représentant généralement, dans le développement fini de la 
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fonction », le coefficient de l’exponentielle 

Or de cette définition de »„.„•, jointe aux formules ((>), (i.“>) et (i(>), il 
résulte immédiatement que, si l’on pose, pour abréger, 

[ * 1 . = P COS II + V <‘OS<I>, (£) —: [X COSÏI — V COS 4 », 

(■>-o) j 

( u!)— — /jt sinII — v sin‘I>, Z—z u sinll—vsin‘I>, 

on aura 




©xeV— 1 ) 


~ M-S — ~ S f “H \&k'e y/—- ! H 0fl 


A, 3- £' - H Mx'fiy 

U 


I i a A 

f H -, I o = 8 tf .= S 


n 0 , 2 -° 0,2 


i 


i 8 ..j f _j — i — — | ,1a — (Oxx' -+- ( it!>X* -f- Ox) y^ — i | , 

) “ 

I h, ,, — — 7 I l. — (£>xx' • • ( vl!)x' -i- 3 X ) y/— i | ; 


| »■- i,i|-l 4- (Oxx'—(il!>x' — 3 x) y/— i — 1 |, 

j — 7 | -l, + (Oxx'-|- (HUx' - 3x)y/-i — •»(- >W" |. 


l.es valeurs des coefficients 


y -2' ^-1? 


ou les diverses valeurs de »„, étant déterminées par les formules qui 
précèdent, on tirera aisément les diverses valeurs de 


w (2) j/3) *(4) 

n n 9 n n y y 


de l’équation (17), en élevant successivement les deux membres à la se- 


OF.uvres de C. — S. I, t. VI. 
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conde, à la troisième, à la quatrième puissance.... On trouvera, par 
exemple, 

8< u î; i «* + 8,8.., 4- 8 S 8 ,, 

«#«-, -t- «1» 2, 

~ 8l*j — + 

% ( , 2, .-3::8 0 8, -h »-,» 2 , 

af 4- a 0 8,, 

% 

(î H “ " a2 1 b 2 -H ^ «1K -2 4- a 0 8,8_, 4- a 0 8 2 8_ 2 , 


Knfin, les diverses valeurs de »''' étant ainsi obtenues, puis substituées 
dans le second membre de l’équation (14), il deviendra facile de trou¬ 
ver la partie du produit 

y Di A 

<1 ni représentera le premier terme du développement de ce produit sui¬ 
vant les puissances entières de l’exponentielle 

-i • 

et l’on pourra employer utilement dans cette recherche les formules 
connues d’interpolation, ou, ce qui revient au même, celles que nous 
indiquerons tout à l’heure. 

Concevons, pour fixer les idées, que, les excentricités i, e' et l’incli¬ 
naison I étant considérées comme des quantités très petites du premier 
ordre, on veuille négliger dans le développement de R les termes d’un 
ordre supérieur au quatrième. Comme on trouverait, en négligeant les 
termes de second ordre, 

V — - O, p. — I , X = I , -/' —I, A = (£) = COSn, Q —— |)<> si O H 

— « 1,-1 = O , 



et, par suite, 
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il est clair que les quatre coefficients 

#1,1* #1,1 

seront du second ordre, aussi bien que les coefficients 

H — 2,0 —■ # 2 , 0 y # 0 , 0 ’ # 0,-2 -# 0 , 2 * 

Donc, par suite, en vertu des formules (19), 


W 


y 2> #o> #2 

seront du second ordre, tandis que 

H 1, K, 


seront du premier ordre avec les coefficients a,,.,, delà 

posé, faisons, pour plus de commodité, 


( ) a — p t - -5, 

les valeurs de p et de ; étant 


(' ■>.<>) 


( p - « M e 'î' v' 1 h, <*'K' 1 , 

| ç H 2 a’ 1 -|- . (- h, 1 


Les deux fonctions p, ; seront, la première une quantité du premier 
ordre, la seconde line quantité du second ordre; et les valeurs de ces 
deux fonctions se réduiront à 




,£ I COS'} 


C y.î' suri 


(V) 


-H 


— n — e j cos}' H- ul,-/' c siu}', 


I / O 


•>■ \ fl 


7 z~ COS*} -4- -é'*COS*}' — -Vîî' r- cos(}' - } I II) 


(A cos} cos}'-t- ti!>/'sin}' cos} -t- ô/. siu} cos}'cOx/t'siu}siu}'). 


D’ailleurs, en négligeant les quantités d’un ordre supérieur au qua¬ 
trième, on tirera successivement de l’équation (20) 

«* = p* -f- 9.pÇ -h S 5 , 

8 ï =p ï -+-3p î 5, 

8‘=rp v ; 
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et, par 

1 = i, 


(»8) 
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suite, eu égard aux formules (i 3 ) et (26), on trouvera, pour 


V = H 0 


I 4- — OOS(<j/ — ']/) 

^ [h, (e +- z'e^~Y)\l ' ) 4 - «_| (s 4 - s ' e { 'Y~'Y\l- 1 ) J 
4- y 4-8-. 2 <?^'- '{')v / ~); 


pour 1 = 2, 


('«>) | 

pour 1 

(3o) 


I I ££' I 

— hJÎ 4- «1 « 1 I 4- — COS ( — ^ ) 4- 8 * « î 

— - [ (H« 8 , 4- 8 _, a 2 ) ( s 4- Y ) 4- ( 808 -, -4 «, (s -h s'c ( 'Y 'Y>\! 




4- T [b* e^-'Vh 1 -> 4- h!, ; 


3 , 


i y— ^8 î 1 8 2 4-« 0 8,8_, 4- 2 

I — ÿ h,h„, [«1 (s 4 - î 1 - ') 4 - 8_, (5 4- £ , t >( '}'' - 4')v / - 1 ) J ; 


pour I ==4, 


(30 


u= 4 h * 84 *’ 


Des équations (28), (29), ( 3 o), ( 3 1 ), jointes aux formules (18) et (19), 
il résulte que, dans le cas où l’on néglige les quantités d’un ordre 
supérieur au quatrième, u se réduit à une fonction entière de l’expo¬ 
nentielle 

et même à une fonction entière qui renferme seulement les puissances 
de cette exponentielle, dont les degrés sont représentés par les cinq 
quantités 

— 2, — O, I, 

On aura donc alors 


(3s) y = y_, e*(+-+V ' 4 - y.., eeMV--' 4 - y 0 4 - y, e^’-'YY -« 4 - y, e^'Y 'K' 
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<j y_ ( , u () , u,, oj désignant des coefficients constants; et, en vertu de 
l’équation ( I2) jointe à la formule (9), le terme constant de la série 
qui représente le développement du produit 

suivant les puissances entières de c®' 'VV-', sera 

( D>. A«-+- (v,e 11 v-' !- y ,e H 1 ) R) \, 


D’autre part, si l’on pose, pour plus de commodité, 

v = l'('è — •}'), 

on tirera successivement de la formule (3-2) 

f( y 2 e 2 'W 1 ) - -j , <j'W • 1 t- -j u f- y, r 'K 1 r -j.,r -'Vv - 1 , 

l'(’è -H r) -• v_ 1 C*’W- 1 — y , e'W 1 y # —- y,e ’W ' 1 •!•• -j.,r -'Vv' 


par conséquent. 


(3',) 


y ,«*W • + * n' = , 


!'(•]/) -t-1‘(’è■). 


.j e 2 'i'v / 1 y 0 -f- y 4 «r~*'K r ' — 


puis, en remplaçant, dans la dernière «les formules ( 3 /j), !/ par i 
on trouvera 

3- 


2 < -|_ y # .. y 4 f? 2 'K' 1 




et, par suite, 


( 33 ) 


f('è) ^ W -î- r.) + r(+ + J) + f (■} + 


I y_ 1 e*+«/- , -+-y 1 c-* , W-' = 


f W H- f<* + «)_ f (* + H) - l'(+ -!- 4 ) 
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Donc, en remplaçant ^ par n et tenant compte (le l’équation identique 


f ('^T) = f (+ 


on trouvera définitivement 


f(ii) + f(n + jt) 4-f(n + ^ 4-rfn- 






f(II) H- f(II -+- 7T) — f II ï - -f 




et l’expression ( 33 ), ou le terme constant de la série qui représente le 
développement du produit 

suivant les puissances entières de e ( V-W -', sera égal à 


( 30 ) 


\ I f(II) D!(A.- ( - :iA, A.) 4- r f(H -I- r.) I)' (A 0 - a A, + A,) 


' r {"+ 


Dx(A 0 -A,). 


En terminant cet article nous ferons observer que, dans les for¬ 
mules (28), (29), ( 3 o), ( 3 1 ), on pourrait exprimer les coefficients 

H_ 2 , Vf j, « () , H lf H 2 

à l’aide des valeurs diverses des fonctions p et c. En effet, si l’on dé¬ 
signe par 

pa » Sa 


ce que deviennent les fonctions 


P? S> 
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quand on y remplace simultanément 


^ cl 

'Y 

è -h a cl 

y+x 

~o 

! ] 

~o 

o 

*3 ““ *30 * 


on aura identiquement 


et, par des raisonnements semblables à ceux qui ont fourni les équa¬ 
tions ( 3 /j), ( 33 ), on tirera de la première des formules (al>) 


po pn V 

M^= -.*- 


?» -H ?*\ • 1 


»t de la seconde 


H„ —- r < 


*3 71 b 371 \ \ 


H., <? Î W : 


K .. t- 2 W :: ' 


90 *3 71 ‘H / *3 71 *3371 \ V 1 

2 ' 4 i ' 

/ . 

I 


De ces dernières formules, jointes aux équations (aS), (a<>), ( 3 o), ( >i 
on conclura, pour I — i, 


l('è — 'V ) -- - ( | 1 i - < ‘° s ( , y—rO | 

— ^ j p„(e cos'è -+- t 1 cos'è') - o„ (g sin*è l- e' siii’}') 

f 

"+■ ~ | (S« cos(’è -h ’]/).bsnj sin(<è - 

puis, en posant 


Y = -Y 


Pü* pTC* ^0* ^TT* *371* b37t 
1 î 4 4 


ce qui réduira 
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à des fonctions de on trouvera simplement, pour 1 = i, 

f ( a = ~ COS a 

'[ (< 


<*:) 


pour 




-| (£ -t-£') p 0 COS( î £ 


') pn sintj/' 
>) 


1 / \ SS 
+ ï( î "“ 5 ”)T ; 


f(-rj-) 


££ 


1 ) ( 

• + - C/OS 2 J 

( p * 

Ptt\ 
2 / 

)’ + 

^L( s ”“l) î+i 

( s ï~ 

«»)’l 


££ r 


77 


^ | p u (£ ■hf) COS — pn{ 2 — 2 ') si»']/ | ^ç 0 + 
g | po ( S -H s') cos <]/ -H Pjç{e -r 2') sill'^j (?„ — ) 

g (p„(£ — £') sim]/ — Ptç(£ -H £') cos-fj l'su — Ç,-^ 


pour 1 == 1, 



' f(^) 

I 

ÿ (Pi Pu j ( '»» + s u ) 


(39) 

1 

77; | (Pu - Puj (««— ««) + ''-P «P; 

1 (*î ~ 4? ?).| 

l 

— 

77; (Pu ~+" Pu ) |^P»( £ + £/ ) cos ^ ~ 

-p«(e — e')sin^; 

pour I = 

= 4* 



t» 


f ( ^)-^(Po 2 +Pf) 2 « 
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115 . 

Rapport sur une Note de M. Paulet (de Genève), relative, à un théorème 
dont le théorème de Fermât ne serait qu'un cas particulier. 

C. R., t. XII, p. an ( -25 janvier 1841). 

L’Académie nous a chargés, MM. Sturin, Liouville et moi, de lui 
rendre compte d’une Note présentée par M. Paulet (de Genève), et re¬ 
lative à un théorème qu’il 11’a pas démontré. Nous nous serions bornés 
probablement à inviter l’auteur à retirer sa Note, si le théorème dont 
il s’agit ne se trouvait inséré textuellement dans le Compte rendu de la 
séance du 1 r janvier, où il est énoncé dans les termes suivants : 

Hors du second degré, il n’existe aucune puissance qui puisse se par¬ 
tager dans la somme d'un nombre quelconque de puissances du même 
degré, mais différentes entre elles. 

Pour montrer aux personnes qui auraient lu cet énoncé qu’elles 11c 
doivent pas s’arrêter à chercher la démonstration du nouveau théorème, 
il nous sullira de leur «lire qu’il est inexact, et de le prouver par un 
exemple. Klïectivement, la somme des cubes de i, \ et est égale au 
cube de G, puisqu’on a 

X I () 'X -h - 0'| —H I 'X -). 


llü. 

Arithmétique. — Rapport sur une méthode abrégée de multiplication, 
présentée à l’Académie par M. Thoyer. 

C. II., t. XII, p. •>. 1 1 (I er février 18jij. 

L’Académie nous a chargés, MM. Coriolis, Sturin et moi, de lui 
rendre compte d’un Mémoire, dans lequel M. Thoyer, employé à la 
Banque de France, expose une méthode abrégée de multiplication, 

OE livres de C. — S. 1,1. VI. 7 
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propre à fournir la somme des produits que l’on peut former avec les 
termes correspondants de deux suites composées, l’une de nombres 
quelconques, l’autre de nombres entiers inférieurs à 100. 

Avant d’examiner cette méthode, il ne sera pas inutile de dire en 
peu de mots comment M. Thoyer a été conduit à l’imaginer. On sait 
que la Banque de France escompte les effets jusqu’à trois mois de date, 
au taux de l\ pour ioo par an, ou plus exactement de par jour. De 
plus, chaque effet présenté à la Banque se trouve accompagné d’un 
bordereau qui contient, entre autres indications, celle de l’escompte 
que la Banque doit retenir. Ainsi, pour me servir de l’expression 
reçue, c’est le présentateur qui calcule lui-même la perle qu’il aura à 
subir. Mais on sent combien il est nécessaire que la Banque puisse 
vérifier à la tin de chaque journée si la somme des escomptes calculés 
par les présentateurs est bien celle qui lui est due pour Y escompta ge 
des effets admis. C’est pour obtenir une telle vérification que le contro¬ 
leur de la Banque a prescrit la formation journalière d’un Tableau com¬ 
posé de trois colonnes, dont la première renferme, dans chaque ligne 
horizontale, la somme des effets escomptés à une même échéance, 
tandis que la seconde colonne offre le nombre des jours produisant 
intérêt, et la troisième les produits des nombres correspondants que 
contiennent les deux premières colonnes. La somme de ces produits, 
divisée par 9000, donne évidemment pour quotient la somme des 
escomptes acquis à la Banque dans le jour que l’on considère. Or, 
comme l’échéance ne peut être reculée au delà de trois mois, le nombre 
des jours produisant intérêt ne s’élève jamais, même eu égard aux 
jours fériés, au delà de <>3 ou 9\. La question se réduit donc à trouver 
une somme des produits formés avec des multiplicandes quelconques, 
mais avec des multiplicateurs entiers, dont le plus grand est inférieur 
ou tout au plus égal à 94 • 

Pour résoudre facilement cette question, M. Thoyer écrit les multi¬ 
plicandes dans une Table à double entrée, analogue à la Table de 
Pythagore. Seulement les chiffres 


U 


2, 3 , 4, 


5 , G, 


8, 9, 



EXTRAIT N u 116. 


51 


placés au-dessus ou eu avant de la première colonne verticale ou hori¬ 
zontale, au lieu de représenter les deux facteurs d’un produit, repré¬ 
sentent d’une part les unités et d’autre part les dizaines des multi¬ 
plicateurs. Or, comme le produit d’un nombre quelconque par un 
multiplicateur donné est la somme des produits du même nombre par 
les diverses parties de ce multiplicateur, on peut affirmer que la 
somme totale cherchée devra résulter de l’addition des nombres que 
l’on obtiendra quand on multipliera, par l’un des multiplicateurs 

o, i, 3, i, ■>, 6 , ”, <), 

la somme des multiplicandes renfermés dans la première, la seconde, 
la troisième, la quatrième... colonne verticale, ou, par l’un des multi¬ 
plicateurs 

O, 10 , 3o, \o y d(J, (io, 70 , 80 , (JO, 


la somme des multiplicandes renfermés dans la première, la seconde, 
la troisième, la quatrième... colonne horizontale. Donc aux multipli¬ 
candes donnés, dont le nombre peut s’élever à <>d ou <)/}, la Table 
imaginée par M. Tboyer substitue 20 autres multiplicandes dont les 
10 derniers, décuplés, pourront être immédiatement ajoutés aux 10 pre¬ 
miers. Alors on n’aura plus à considérer, avec; M. Tboyer, que 10 mul¬ 
tiplicandes artificiels, qui devront seulement être multipliés par l’un 
des multiplicateurs 

<>, i, 3, .)j 6, S, (). 


On pourrait à la rigueur se dispenser de calculer les multiplicandes 
correspondants au multiplicateur zéro. Mais le calcul de ceux-ci, bien 
loin d’être inutile, fournit au contraire une preuve très sure de l’exac¬ 
titude des différentes sommes écrites au bas ou à ia suite de chaque 
colonne verticale ou horizontale, puisque, évidemment, les sommes de 
l’une ou de l’autre espèce, ajoutées séparément les unes aux autres, 
doivent reproduire un seul et même nombre. C’est ce qu’a fort bien 
remarqué M. Tboyer, et les seuls perfectionnements dont son Tableau 
nous paraisse encore susceptible consisteraient : i° à écrire les divers 
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chiffres de chacun des multiplicandes donnés sur des lignes horizon¬ 
tales distinctes, afin que l’addition des multiplicandes compris dans 
une même colonne horizontale puisse s’effectuer aussi aisément que 
l’addition des multiplicandes compris dans une même colonne verti¬ 
cale; 2° à écrire pareillement sur diverses lignes horizontales les divers 
chiffres de chaque somme et de chacun des dix multiplicandes artifi¬ 
ciels, afin de pouvoir reconnaître plus facilement si la somme de ces 
derniers est égale, comme elle doit l’être, à la somme faite du nombre 
dont nous parlions tout à l’heure et de ce même nombre décuplé. 

Quant «à la somme des produits formés avec neuf des multiplicandes 
artificiels et les multiplicateurs 

!, 2, 3 , 4 , 5 , G, 7, 8, 9, 

M. Thoycr l’a calculée en se servant de la méthode ordinaire de multi¬ 
plication; mais on peut substituer avec avantage à l’emploi de cette 
méthode la construction d’un second Tableau, dans lequel la même 
somme se déduirait simplement de l’addition. En effet, pour obtenir 
la somme dont il s’agit, il suffira d’ajouter le dernier des multiplicandes 
artificiels à l’avant-dernier, la somme partielle des deux derniers au 
précédent, etc., de continuer ainsi jusqu’au moment où l’on aura 
trouvé la somme partielle des neuf multiplicandes correspondants aux 
multiplicateurs 

i, 2, 3 , 4 ) '"b t), 7, 8, 9 f 

puis de réunir toutes les sommes partielles obtenues. En effectuant la 
même opération sur les multiplicandes artificiels, pris dans un ordre 
inverse,- on obtiendra facilement la preuve de l’opération que nous 
venons d’indiquer, et l’on pourra encore, par une seule addition, s’as¬ 
surer qu’il n’y a pas d’erreurs dans le calcul de la partie de la 
somme totale à laquelle on sera parvenu. 

Dans un supplément à son Mémoire, M. Thoyer observe avec raison 
que sa méthode abrégée peut être étendue, avec de légères modifica¬ 
tions, au cas où l’on emploie des multiplicateurs entiers supérieurs à 
99, mais inférieurs à 1000, de manière à devenir applicable aux calculs 
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qu’exigent les opérations des diverses banques, des maisons de 
banque, des caisses d’épargne et des autres établissements financiers. 
En des cas semblables, il pourrait être avantageux de former, dans trois 
Tableaux séparés, les sommes des multiplicandes correspondants à 
des chiffres donnés qui représenteraient des unités, ou des dizaines, 
ou des centaines des nombres entiers pris pour multiplicateurs. 

Quant à ce qui concerne la Banque de France en particulier, on ne 
peut douter que la méthode imaginée et mise en pratique par M. Tboyer 
n’offre de grands avantages, et ne rende plus sûre et plus prompte la 
vérification des escomptes des effets admis chaque jour, en réduisant 
à une demi-heure environ le travail d’une demi-journée. La sûreté et la 
promptitude dont il s’agit pourront encore être augmentées à l'aide 
des perfectionnements que nous avons indiqués, surtout si la Banque 
fait lithographier des modèles de Tableaux semblables à ceux que nous 
avons construits et qui seront joints à ce Rapport. 

En résumé, nous pensons que la méthode imaginée par M. Tboyer, 
pour simplifier le calcul des escomptes acquis journellement à la Banque 
de France, et rendre plus certain le résultat de ce calcul, atteindra 
parfaitement le but que l’auteur s’est proposé, et que cette méthode 
mérite l’approbation «le l’Académie. 


117 . 

Arithmétique. — Addition au Rapport sur une méthode de calcul présentée 
à l’Académie par M. Tboyer, employé à la Banque de France. 


C. R., t. XII, p. 9|i {'i\ mai 1 841 )* 


En rendant compte d’un Mémoire présenté à l’Académie par 
M. Tboyer, nous avons dit que, pour réduire à l’addition le calcul des 
intérêts produits par divers capitaux, en des temps divers, par exemple 
le calcul des escomptes journellement acquis à la Banque de France 
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sur des sommes prêtées par elle et dont le remboursement doit avoir 
lieu à diverses échéances, il suffisait de construire deux Tableaux dont 
les modèles seraient joints il notre Rapport. (Ces Tableaux n’ont pu 
paraître dans le Compte rendu de la séance où avait été lu le Rap¬ 
port ( ( ) : nous allons les donner ici, p. Go.) Pour les bien comprendre, 
on devra se rappeler que chaque jour la Banque de France prête à 
diverses personnes et au taux de L\ pour 1 oo par an, ou plus exactement 
de par jour, dilï'érentes sommes dont chacune doit être remboursée 
au plus tard au bout de trois mois. Donc, pour calculer les escomptes 
journellement acquis à la Banque de France, il suffirait de multiplier 
le montant des capitaux qui doivent être remboursés à une même 
échéance par le nombre de jours qui doivent s’écouler jusqu’à l’époque 
du remboursement; puis, d’ajouter les produits ainsi obtenus, et cor¬ 
respondants aux diverses échéances; et enfin de diviser par 9000 la 
somme totale de ces produits. Mais, quelque simples que soient les 
opérations que nous venons d’énoncer, elles peuvent être remplacées 
par d’autres plus simples encore, que les deux Tableaux permettent 
d'effectuer très facilement. En effet, chaque capital étant prêté par la 
Banque pour trois mois au plus, le nombre des jours qui produiront 
intérêt se trouvera constamment exprimé par un ou deux chiffres. La 
question sera donc de calculer la somme des produits formés avec des 
multiplicandes quelconques qui représenteront les divers capitaux rem¬ 
boursables à des échéances diverses, et avec des multiplicateurs dont 
chacun sera un nombre composé généralement de deux chiffres, savoir, 
de dizaines et d’unités, le chiffre des dizaines pouvant quelquefois se 
réduire à zéro. Or, dans le premier Tableau, qui ressemble à une Table 
de multiplication, et qui a été imaginé par M. Thoyer, chacun des 
multiplicandes donnés occupe une case comprise à la fois dans deux 
colonnes, l’une horizontale, l’autre verticale, en avant ou au-dessus de 
laquelle on lit le chiffre des dizaines ou le chiffre des unités du multi¬ 
plicateur. Ainsi, en particulier, le multiplicande 79T0 \, compris dans 


1 1 ) ()Euvres de Cauchy, S. I, t. VI. — Extrait n° J 16, p. 4 ( J et suiv. 
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la colonne horizontale qui précède le chiffre 5 , et dans la colonne ver¬ 
ticale que surmonte le chiffre 2, représente un capital de 7<)3;>i fr prêté 
par la Banque pour 02 jours, c’est-à-dire : 1" pour 2 jours; 2" pour 
5 dizaines de jours. Pareillement, chacun des multiplicandes renfermés 
dans la colonne verticale que surmonte le chiffre 2 représentera un 
capital prêté : i° pour 2 jours; 2 0 pour une ou plusieurs dizaines de 
jours. Au contraire, chacun des multiplicandes renfermés dans la 
colonne horizontale que précède le chiffre 0 représentera un capital 
prêté : i° pour un certain nombre de jours inférieur à 10, et par con¬ 
séquent exprimé par un seul chiffre; 2" pour > dizaines de jours. Cela 
posé, concevons que l’on ajoute entre eux les multiplicandes renfermés 
dans une même colonne verticale ou horizontale. La somme partielle 
ainsi obtenue, par exemple, la somme 2 j 83 \ placée au bas de la 
colonne verticale ([lie surmonte le chiffre 2, ou la somme <) 1 1 f> r ><) pla¬ 
cée à la suite de la colonne horizontale que précède le chiffre o, repré¬ 
sentera, dans le premier cas, un capital prêté pour 2 jours, dans le 
second cas un capital prêté pour 5 dizaines de jours. Donc les vin<»I 
sommes partielles, placées au bas ou à la suite des dix colonnes verti¬ 
cales ou horizontales, représenteront, les dix premières, des capitaux 
prêtés pour un nombre de jours inférieur à 10, par conséquent pour 
un nombre de jours exprimé par l’un des chiffres 




*» ti, ~, 8, <)» 


et les dix dernières des capitaux prêtés pour un nombre de dizaines de 
jours qui sera encore exprimé par l’un de ces mêmes chiffres. .Mais 
l’intérêt que produit un capital prêté pour une seule dizaine de jours 
est aussi l’intérêt que produirait un capital dix fois plus grand, prêté 
pour un seul jour. Donc, dans les opérations qu’exige le calcul des 
intérêts, on pourra remplacer le capital prêté pour 5 dizaines de jours 


O11 pourra donc faire abstraction de la somme partielle <>i 3 k'h), et gé¬ 
néralement de toutes les sommes partielles placées à la suite des 
colonnes horizontales, pourvu que l’on ajoute chacune de ces sommes, 
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apres l’avoir décuplée, à la somme partielle placée au bas de la colonne 
verticale de même rang. Cette nouvelle addition produira dix multi¬ 
plicandes artificiels qui, dans le premier Tableau, se trouvent écrits au 
bas des colonnes verticales correspondantes aux chiffres 

o, i, 2 , 3, 4, 5, 6 , 7 , 8 , 9 , 


et qui peuvent être censés représenter des capitaux dont chacun serait 
prêté pour un nombre de jours exprimé par l’un de ces mêmes chiffres. 
Il y a plus : la construction du premier Tableau a précisément pour 
objet de remplacer un grand nombre de multiplicandes, dont chacun 
correspond à un multiplicateur de deux chiffres, par dix multipli¬ 
candes artificiels, dont chacun correspond à un multiplicateur d’un 
seul chiffre. 

Avant de passer à l’explication du second Tableau, nous avons à 
faire une remarque qui n’est pas sans importance. On pourrait se dis¬ 
penser, à la rigueur, de calculer le multiplicande artificiel correspon¬ 
dant au multiplicateur zéro; puisqu’il est bien évident qu’aucun intérêt 
n’est exigible, quand le nombre de jours, pour lesquels le capital est 
prêté, se réduit à zéro. Toutefois il est utile de conserver, dans le pre¬ 
mier Tableau, le multiplicande dont il s’agit, ainsi que les sommes 
partielles des capitaux renfermés dans les colonnes verticale et hori¬ 
zontale que le chiffre zéro surmonte ou précède. En effet, il est clair 
que la somme totale des multiplicandes donnés peut également résulter, 
soit de l’addition des sommes partielles placées au bas des colonnes 
verticales, soit de l’addition des sommes partielles placées à la suite 
des colonnes horizontales. Or cette seule observation fournit un moyen 
très simple de vérifier, d’un seul coup, l’exactitude des sommes par¬ 
tielles de l’une et de l’autre espèce, dans le cas où on les a toutes cal¬ 
culées. Ce n’est pas tout : après avoir trouvé la somme totale des 
multiplicandes donnés, il suffira évidemment d’ajouter à elle-même 
cette somme décuplée, pour obtenir la somme totale des multiplicandes 
artificiels. Cette dernière somme, qui termine le premier Tableau, 
sert donc à constater l’exactitude des multiplicandes artificiels, dans 
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le cas où on les a tous calculés, y compris celui qui répond au multi¬ 
plicateur zéro. 

Après avoir construit le Tableau que nous venons d'expliquer et 
calculé de cette manière, à l’aide de quelques additions, les dix mul¬ 
tiplicandes artificiels, M. Thoyer, laissant de côté le premier d’entre 
eux, multipliait chacun des neuf autres parle multiplicateur corres¬ 
pondant, puis cherchait la somme des neuf produits ainsi obtenus. 
Nous lui avons indiqué un moyen de réduire encore ces dernières opé¬ 
rations à de simples additions. Ce moyen, dont il fait maintenant usage, 
consiste à construire le second Tableau, qui offre dans son milieu une 
ligne horizontale où se trouvent écrits les neuf multiplicandes artifi¬ 
ciels correspondants aux multiplicateurs 

■ > -'•> 3 , i, 0 , 8 , <). 

Une ligne horizontale, immédiatement inférieure et terminée par une 
case vide, renferme aussi, dans son avant-dernière case, le dernier 
multiplicande artificiel. On ajoute celui-ci à l’avant-dernier multipli¬ 
cande, placé immédiatement au-dessus; on reporte dans la case précé¬ 
dente la somme obtenue que l’on ajoute elle-même au multiplicande 
situé alors au-dessus d’elle, et l’on continue de la même manière, 
jusqu’à ce que l’on obtienne une dernière somme dans laquelle entrent 
évidemment les neuf multiplicandes artificiels. Les huit sommes, for¬ 
mées comme on vient de le dire, et successivement déduites des autres, 
occupent, vers le bas du second Tableau, les huit premières cases 
d’une colonne horizontale. Nous les avons nommées sommes successives 
des multiplicandes artificiels, attendu qu’elles peuvent être considé¬ 
rées comme résultant de l’addition des deux derniers multiplicandes 
artificiels, puis des trois derniers, puis des quatre derniers, ..., puis 
enfin, comme on l’a déjà dit, des neuf multiplicande; correspondants 
aux multiplicateurs 

i. s. 3 , /j, 5 , G, -, 8, 9. 

La neuvième case de la colonne horizontale dont nous venons de* parler 
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doit être naturellement occupée par le dernier multiplicande artificiel, 
qui se trouve seul écrit au-dessus de cette case dans les deux lignes 
horizontales immédiatement supérieures à cette colonne; et, en ajou¬ 
tant ce multiplicande aux huit sommes qui le précèdent dans la même 
colonne, on obtient une somme totale qui renferme une seule fois le 
premier des neuf multiplicandes artificiels, deux fois le second, trois 
fois le troisième, ..., enfin neuf fois le neuvième. Cette somme totale, 
que l’on trouve écrite à la suite de la colonne, est donc précisément 
celle qu’il s’agissait de calculer, savoir la somme des neuf produits 
formés avec les neuf multiplicandes artificiels et les multiplicateurs 
correspondants. 

Après avoir exécuté, dans la partie inférieure du second Tableau, 
les opérations que nous venons d’indiquer, on a, dans la partie supé¬ 
rieure, exécuté en sens inverse des opérations du même genre, de 
manière à obtenir la somme totale qui renferme une seule fois le der¬ 
nier des neuf multiplicandes artificiels, deux fois l’avant-dernier, ..., 
enfin neuf fois le premier. Celle-ci, ajoutée à la somme totale que l’on 
avait d’abord obtenue, reproduit, dans la partie supérieure du second 
Tableau, la somme des neuf multiplicandes artificiels décuplée; enfin, 
en ajoutant à cette dernière somme le produit par io du multiplicande 
artificiel que l’on avait omis à dessein, et qui correspond au multipli¬ 
cateur zéro, on doit retrouver la somme totale des multiplicandes arti¬ 
ficiels décuplée. Ainsi le nombre qui termine supérieurement le second 
Tableau doit être dix fois plus considérable que le nombre qui termine 
inférieurement le premier Tableau, et un zéro placé à la suite de ce 
dernier nombre doit le transformer en l’autre. Cette dernière condi¬ 
tion, supposée remplie, est une preuve de l’exactitude de toutes les 
opérations exécutées et du nombre qu’elles ont fourni comme propre 
à représenter la somme des produits formés avec les neuf multipli¬ 
candes artificiels. 

Les trois derniers nombres, par lesquels se termine inférieurememt 
le second Tableau, sont : i° la somme des produits formés avec les 
multiplicandes artificiels, calculée et vérifiée comme on vient de le 
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dire; 2 0 la neuvième partie de cette somme calculée d’abord séparé¬ 
ment, puis ajoutée à la somme elle-même. Or, comme l’addition d’un 
nombre à sa neuvième partie offre pour résultat les dix neuvièmes du 
nombre donné, les deux derniers des trois nombres qui terminent le 
second Tableau doivent se déduire l’un de l’autre par la seule transpo¬ 
sition de la virgule décimale. Cette condition, supposée remplie, est 
une preuve que l’on a obtenu la valeur exacte de la neuvième partie 
de la somme des produits formés avec les multiplicandes artificiels. 
D’ailleurs cette neuvième partie devient la neuf-millième partie de la 
même somme, quand la virgule décimale est transposée de manière 
à laisser après elle la place de trois chiffres, ainsi qu’on le voit dans le 
nombre 

, .) , .) / i'c« ,<>- J, 

donné par le second Tableau comme propre à représenter le montant 
des escomptes acquis à la Banque de France le 29 octobre 18 k). 

Parmi les additions qu’exige la formation des deux Tableaux, celles 
qui demandent le plus d’attention sont les additions des nombres ren¬ 
fermés dans les colonnes horizontales. Elles deviennent plus faciles 
quand on écrit chacun de ces nombres sur la diagonale de la case qui 
le renferme. 


8 . 















Calcul des escomptes acquis à la Banque de France le 29 octobre 1839. 
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SOMME DES PRODUITS. 894804060 
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Anai/yse mathématique — Mémoire sur diverses formules d'Analyse. 

C. H., t. XII, p. 283 (8 février i8{i). 

Je me propose de réunir dans ce Mémoire diverses formules «l’Ana¬ 
lyse, spécialement applicables au problème de l’interpolation, et dont 
la plupart se déduisent, soit de la formule d’interpolation de Lagrange, 
soit des propriétés connues des racines de l’unité. Le premier para¬ 
graphe sera principalement relatif aux formules à l'aide desquelles on 
peut déterminer la valeur générale d’une fonction entière d’une va¬ 
riable x. Dans le second paragraphe, je déduirai de ces formules celles 
qui fournissent le moyen de développer les fonctions entières des sinus 
et cosinus d’un arc en séries ordonnées suivant les sinus et cosinus «les 
multiples de cet arc. 


§ I. — Formules d’interpolation qui déterminent la valeur générale d’uni- 
fonction entière d'une variable .r. 

Soit 

(i) f(.»•) — •<' ■+■ a t .i“ -|-...-f- .r' 1 1 

une fonction entière de x du degré n — i. Si l’on donne n valeurs par¬ 
ticulières de f(.r) représentées par 

f(.r,), f ..., f(.r„), 

et correspondantes aux valeurs 


.r 


1 ? 




2> 


c r 


n 


de la variable x, on pourra toujours obtenir les valeurs générales <1<* 
f(a?) à l’aide de la formule d’interpolation de Lagrange, c’est-à-«lir«; à 
l’aide de l’équation 


(*) f(.r) — 


(.c — x,)...(.r — .r„) 
(•*i— •r î )...(x,-- æ n ) 1 


( .r — j?, )...(.r- ,r „ ,) * j 

(■C/t X\ )•••(•**/, •C/I- | ) 
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Si d’ailleurs on pose, pour abréger, 

?(•'') - i-r — -r,) (./' — -r,). . .(.r - .r„), 

la formule ( y.) se trouvera réduite à 

Ci, fï,.) .Ü£i! r'C'.'l _ + _ ILilL , 4 _ . 1(^1 9( J ) . 

V ‘ '/(•'•!> a- —.r, 9'(./•*) 9' 

La formule (2) ou ( ‘ 3 ) subsiste, quelles que soient les valeurs particu¬ 
lières de r représentées par 


./’l * • • • » •*’// • 

Concevons mainlenanlque l«;s valeurs particulières de a:- se réduisent 
aux divers termes de la progression géométrique 

r, ) 1 r, O’* 'r. 

On aura 

9 (a-) - (.r./•) (.r— Or).. .(./• ~ 


et, si l’on prend pourO une racine primitive de l’équation binôme 


on trouvera simplement 


9 9'(.ri //.r"- 1 . 

Donc alors la formule ( 3 ) donnera 


Cl) <(./•) 



I'(r) h 



Of(Or) h. 



0 " ■ 1 f($" '/•) 


Comme on aura d’ailleurs généralement 



/ 


le eoelficienl a m de dans le second membre de l’équation (1) ou (4), 
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sera évidemment déterminé par la formule 


( •'* ) 


_ f( r) -f- O— 1 f( Or) -h r) -4-^. •+_</ i < 


On arrivera directement aux mêmes conclusions en partant de I équa¬ 
tion (i) de laquelle on tire 


f (Or ) —- n„ h a , /• 0 -t -a. r s C* J 


-4-... h-- t • 

•4 ... )- n„ r" -'0” \ 


!•(&"■ ■'/•) --- rr„ H «,/ (/'* ' 4- -4-... -H «,-i r n ~'0 (n ' 


K il ellet, puisque la somme 


ryn (jim _j_ # § # {/(zi l)/« 


fjm/t , 

T"* — r 


s’évanouit pour toute valeur de m non divisible par //, les formules i(> 
respectivement multipliées par les facteurs 


i, 0 "‘, 0 . 0 


(i -f/i- Dm 


puis combinées entre elles par voie d’addition, reproduiront évidem¬ 


ment 


ion > . 


L’équation ( 5 ) peut encore s’écrire comme il suit 

( n - I 

. S V-'Wn\. 


la somme indi<|uée par le signe ^ s’étendant à toutes les valeurs ei 


lieres 


o, i, a, 3, 


de l'exposant /, qui fournissent des valeurs distinctes de ¥. Ln substi¬ 
tuant la valeur précédente de«, ft dans l’équation (i), on trouvera 


m - n ■— 1 / r n — I 


™=;s s m* 


f (Vr) 


OEuvrcs de C, — S. I, t. VI. 
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ou, ce qui revient au même, 



Cette dernière équation coïncide avec la formule ( 4 ). 
Soit maintenant 


(10) 


l’(.r) = A» H- A| j? -+- A,.r* -h... 4- V„ |.c" 


une nouvelle fonction entière de la variable oc. Le terme indépendant 
de r, dans le développement du produit 


IV) F | 


sera la somme -s, déterminée par la formule 
(il) s A 0 «„-4- A ) f ï I 4- A t rtj-H. . . r A„„, 

Or, en vertu de l'équation (7), la formule (11) donnera 

ni z n~ \ l /i l 

O a) - s - jsj f A», 0 ""IV''VI 

in 0 / 0 


ou, ce <|ui revient au même, 

/ n I 

0 3 ) § [F^~V 1 )(•((/'/■ VI. 

/. O 


A la formule (i 3 ) on pourrait substituer encore celle que nous allons 
indiquer. 

Soient 

a, €, y, ... 

n i expressions réelles ou imaginaires, choisies de manière à vérifier 
la condition 


Ao_ _ _ A1 __ ___A t _ _ ___ _ _ A„ 1 

n — 1 a 4 - 6 4 - y 4 - . . . a 1 4- 6* 4- y* 4- .. . . x''~ l -t- c" ~ 1 4 - y" 1 4-. . . 
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ou, ce qui revient au même, de manière à vérifier les formules 

A| 

AV 

A_, 

( 1 4) ' A° 


«7 


+ 6 

-f- y -f-.. 

•- ('* 

-O 

- 1 - 6* 


. ( n 

-1) 

-t- 6" 

1 .... y» 1 . . 

. :::: ( N 

-0 


A„ , 


Il sera facile d’obtenir l'équation qui aura pour racines 

*-» */ » .... 

Or, après avoir tiré de cette équation les valeurs de x, 6 , *•.on 

aura évidemment, en vertu des formules (i i), (i/j'i et (i , 

, . f(a) i-f(S) i-f(y)-i ... 

u ■ >) -s - A„.- - 


Nous joindrons ici une observation importante. Supposons que, les 
fonctions f(.r), K(.r) étant, non plus du degré n — i, mais du degré n, 
les équations (i) et(io) se trouvent remplacées par les suivantes 

(i(i) f(.r) t- rtj.r* -i-... i- a„ |.r" 1 

(17) K(-r)--- A#-h A,./’ -t- A,.r* .. . 1- A^ ■ 1 •+• A„.r"; 

le terme indépendant de .r, dans le développement du produit 


fO) 





sera la valeur de s déterminée par la formule 

(18) -S ™ A 0 a 0 -f- A,«, + A t «, h-, . . t- , -t- A „a„. 


Or, pour que cette dernière valeur de S puisse encore se calculer ii 
l’aide de la formule (12), 0 désignant toujours une racine primitive de 
l’équation binôme 

.r» I, 


il suffira que l’on choisisse convenablement la valeur de r. En effet, si 
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l’on substitue la formule (iG) à la formule (1), l’équation (7) continuera 
évidemment de subsister pour les valeurs 

I , 2. 3, . .., H — I 

du nombre m; mais, pour une valeur nulle de m , cette même équation 
se trouvera remplacée par la suivante : 

/r»-| 

(!<)) «, + [f('')J- 

/-O 

On aura donc alors 

/ : n 1 

(20) A»« tt -f-A„«„-- X - ^ [AJ'(r)|, 

/ O 


pourvu que l’on choisisse r de manière à vérifier la formul 


(21) 


f’ 

*»(> 


et sous cette condition on obtiendra de nouveau la formule (12). 

Dans les diverses formules ci-dessus établies, la racine primitive 0 
de l’équnlion binôme 

.V" = I 

peut être réduite à 


Si d’ailleurs on fait croître indéfiniment le nombre /?, on verra ces for¬ 
mules se convertir en d’autres équations déjà connues. Par exemple, 
en prenant pour r une quantité positive supérieure au module de .r et 
posant 

0 e/’V -1 , reW ,r z- n, 

on tirera de la formule (9) 



Observons encore que les diverses formules établies dans ce para- 
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graphe peuvent être facilement étendues au cas où les fonctions 

f(.r), F(.r) 

se trouveraient remplacées par des fonctions entières de deux ou de 
plusieurs variables 

.r, V, .... 

Ainsi, en particulier, si l’on désigne par 

f'(•**» v) 

une fonction entière des variables x, y, qui soit du degré n — i par 
rapport à x, et du degré n' — i par rapport à y; alors, en nommant 
/ une valeur particulière de x, s une valeur particulière de y, et 

0, V 

des racines primitives des équations 

x n — i, .r" — i. 

on tirera de la formule (8) 

m' r n' —i — 1 ni n — 1 i n 1 

<»> = S? S S S S I 

m' - 0 / - 0 m o / o 

et de la formule (ç)) 



§ II. — Formules il'interpolation qui déterminent la valeur générait- 
d'une fonction entière des sinus et cosinus d’un même arc. 

Diverses formules d’interpolation, par exemple celles que Lagrange 
a obtenues dans le Tome III des anciens Mémoires de l'Académie de 
Turin, et celles que j’ai données à mon tour dans un Mémoire sur la 
Mécanique céleste, présenté à la même Académie le n octobre 1 83 1, 
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fournissent le moyen de développer une fonction entière des sinus et 
cosinus d’un arc suivant les sinus et les cosinus des multiples de cet 
arc. Or ces diverses formules d’interpolation se déduisent immédia¬ 
tement de celles qui, dans le premier paragraphe, servent à déter¬ 
miner la valeur générale d’une fonction entière de la variable x. C’est 
ce que je vais expliquer en peu de mots. 

Soient 

f(0 

une fonction entière de sin/ et de cos/, et k le degré de cette fonction. 
Le produit 

c kt <- { f(0, 


considéré comme fonction de l’exponentielle trigonométrique 

e ‘, 


sera évidemment une fonction entière du degré 2/ -+-1. Donc, si l’on 
désigne par a un nombre entier égal ou supérieur à ±k 1- 1, et par 


^ 1 9 ^ 2 > ^ 


3 9 


n valeurs particulières de la variable /, on aura, en vertu de la formule 
d’interpolation de Lagrange, 


1.0 




4- 

4 - 




>- 1 _>_Ü_ l e kt„ v / - * fl t ) 

( e '„ V > — e ', V-«)...( c‘n \F> — e ‘»-> v'-» ) 


Cette dernière formule subsistera, par exemple, si l’on prend 

« ~ 2 A -t- 1 ou « = a /,-•+- 2. 

D’ailleurs, comme on aura généralement 

„ • ^ ^ ni 

e / v' 1 — '—O > /-~7 3 

1 t/ — t m 

sin--~ 

2 









EXTRAIT N* 118. 


71 


on pourra facilement transformer en produits de sinus les deux termes 
de chacune des fractions comprises dans le second membre de l’étj na¬ 
tion (i); et, si l’on suppose en particulier 

H :-n X /t j- I , 

l’équation (i) donnera 


f(/) 


(■>•) 


-t- 


. / 

t , . / - 

/, 

, * 


SU) 

- SI 11 


► » sin --- 


> 

* 



\ 

. ~ 




t» 

sin —— 

—* sin ■' 


• sin 







. t 

/, . t — 


. t 

t „ 

sin 

sin 


• • sin 


a 

•a 



A 

. — 

TT’.*7— 


. t„ 

Zf J> 

sin- 

S,Il - 


■ • sin 



9 


* 

? 


f(/, i 


f(Vi. 


Si l’on pose, pour abréger, 

( i 'ÿ(.r) (.r — c‘ — e'i'J 

on verra l’équation (i), divisée par l’exponentielle 

se réduire simplement à la formule 

oU-'v- 1 ) 


r — c‘" v 1 


( I.» 


f( 0 - 


e l y t — ,>i x \J~ 


c k(t, l ) v :: > [} x . I .. t . 

f (t n ) 


-t-.—. e kit n-*U ■ -- 


ou, ce qui revient au même, à 


(•») 


r<o-S T ;i— 

O J c ty J x — 

I I L 


'l'OlM 


f( 


\ l’aide de la formule ( 5 ), le coefficient d’une puissance donnée de 
l’exponentielle 

e'iFï, 

dans le développement de la fonction f(/), se déduira sans peine du 
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coefficient qui affecte la même puissance dans le développement du 
produit 

- »f g .—'L-, 

<?*/■' — gW -1 

et, par suite, des coefficients qui affectent les diverses puissances de r 
dans le développement de la fonction 

?(^)- 

Kn effet, supposons 

(G) ÿ (- z ') — •' r " + -f-. .. 4- cx n _,.r 4- 

On en conclura 

(7) 9(W~Ï) -- «,e (rt •*)«>/-'-+- tx î e i '»-*></-• 4-.. .4- 1 + 

et, comme on a d’ailleurs 

. e I + <?«<-<)\R 4- 4_. . . I 

— c >i \/-i 1 

on trouvera délinitivement 

,-tyJ-i — 1 

(iktisf-ï g(n -k tXy'-l -j- -f. gli^—l'j gkl^—î g(n- 

• 4 - ( aj -4- «| eW~> 4 - 'jgkl t \J-l e {n-t;-'S)tv » 


D’ailleurs, si l’on considère 

^1 > • • • > ^/i 

comme des inconnues déterminées par le système des équations que 
l’on déduit de la formule (7), quand on attribue successivement à la 
variable t les diverses valeurs 

ti, • « • » 

on pourra, en vertu des principes établis dans VAnalyse algébrique, 
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obtenir facilement les valeurs de ces inconnues, lorsque les coefti- 
cients de chacune d’elles, dans les équations dont il s’agit, formeront 
une progression géométrique, ou, ce qui revient au même, lorsque les 
quantités 

, l,, > • * , tn 

formeront une progression arithmétique. Donc alors aussi l’on pourra 
aisément tirer de la formule ( 5 ) le coefficient qui affecte une puissance 
donnée de l’exponentielle 

e> v'~ • 

dans le développement de f(/). 

Concevons, pour fixer les idées, que les quantités 

, £j, . . ., t„ 

se confondent avec les divers termes 


• ! TT 

T, ? -H - - 


T+ («-.) 


? r. 


d’une progression arithmétique dont la raison serait ---• On trouvera, 
dans ce cas, 

9 (./•) — J ' n — c' nT V" ', 9' ( ./■ ) ~ n.r n ~ 1 , 

et, en posant 

■ — 9^1 

0 — c" , 

on tirera de la formule ( 5 ) 

<•» f(,) " 7. S i '- nr )]’ 

puis, en développant le rapport 

I f .nlt- t)V~ 


on conclura de l’équation (9) 


m ~ n — 1 / n — 1 


<■»> '<*>== S S 


1-0 

OEuvrtê de C. — S. I, t. VI. 


IO 
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Si, dans cette dernière équation, on pose 

n — 2^4-1, 

on pourra, sans inconvénient, y supposer la sommation relative à la 
lettre l effectuée, non plus entre les limites 

l — o, l—n — 1 = 2 k, 

mais entre les limites 

l~=z — k, l — k, 


et, par suite, on trouvera 


(••) 


f(0 = 


i 

a/r -4- i 



>7T/ 
1 A -+-1 




f ( T -h 


2 7T / 
2^ + 1 



Si l’on prenait, au contraire, 


n — ik -h 2, 


on trouverait 

(>'• 


m~k- f-1 l—h+ \ 


fri — n t* i i — uti - . ( -, 




Il est bon d’observer que, dans la formule (9), on a 


| __ T) V —* 


. n / 2Tr/\ 

Slll — I £— T-) n — t ( _ *it/\ 

2 \_«Z . 1 - 1 ' - T -“ V-* 


• 1 /. 2 71A 

2 V « J 


Donc la formule (9) peut être réduite à 

<'*> h*). 

/=o sm - / —r-) x 7 

2 \ « ) 


Lorsque f(/) représente une fonction réelle de t , la formule (9) ou 
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(i3) se réduit à 


lz _ i s n ( t _ __ srcA 


/.o sin 


(‘—’-r 

et la formule (10) à 

(.5) f(0 = ~ § S 


». =0 /-O 


Si l’on suppose en particulier n~ 2k 1, la formule (i/j) donnera 


( ,6 > r(, > = îïVïS 


l = tk S j n iLl 1_ ( / — T 


/r .-0 sili ^ yt 




2 7t/ 

■>.k 


ml \ 

r+T/ 


Kt£> 


Si l’on suppose au contraire n — xk -h i, on trouvera 


<'•> f <‘> = 7 , S 


O 

1-0 


. 1 . ^1 
sin - < — r — 7— 

2 v A + 


0 


i£) f (^ 


r/ 

A"m 


Dans cette dernière supposition, la formule ( 1 5 ) donnera 


m = S * 4 -I /- U -+-1 




S S «*[(«--*rr)J f (- + î 


77/ 

■ 4- 1 


m ;0 /-O 


ou, ce qui revient au même, 


m-lkt—îk + l 

(,8) t(,) = Ï(FP 7 ) S S ÏTT.)J f ( r + *^t)’ 

m -0 /z=0 

attendu que la somme des termes correspondants à 
ni —îk + i ou m — k — k + i, 
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c’est-à-dire, la somme des termes qui renferment des arcs de la forme 


(* 




disparaîtra de la fonction f(/). 

Enfin, dans la formule (18), que l’on peut encore écrire comme il 
suit 

m - k l zz k -h 1 

<■»> f <‘>=ï(iVTî S S c 0 Sm (‘~ T ~Trh) , ( T+ ^ r ù’ 

m~—k l~-k 


le facteur 

ni \ 

cos m ( t — t — - -) 

\ * + '/ 

pourra être réduit au produit 

/ ic/ \ 
cosm/ cosm t - 

V * + '/ 

si f(/) est une fonction paire de t , c’est-à-dire, si l’on a 
(ao) f(/) = n 0 + a, cos / -4- a t cos a / -f- a k cos kt, 


et au produit 

sinm/ sinm 

si f(/) est une fonction impaire de /, c’est-à-dire, si l’on a 
(ai) f(z) = A 0 -+- b t sin/ h- 6, sin a/ -f-... -4- b k sin kl. 



Dans le second cas, en posant t = o, on pourra réduire la formule («O) 
à la suivante 

m — k l=zk 


(aa) 


f(0 = 



SS 

«=! I 


si A mt sin 


7 tm/ 
k -h i 



en sorte qu’on aura 



l=A 


S sin 


nml 
k -m 
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comme Lagrange l'a trouvé dans le Tome 111 des anciens Mémoires de 
l’Académie de Turin. 

Concevons maintenant que les valeurs particulières de /, représen¬ 
tées par 

^i* ^i* • • • * 

forment une progression arithmétique dont la raison p diffère de 
et coïncident, par exemple, avec les divers ternies de la suite 

t — ko, r— (A —I )p, .... t — p, 7, 7-hp, ..., r t-(A—- i)p, t -+- Ap. 

On pourra déterminer encore la valeur générale de f(/), non seulement 
à l’aide de l’équation (2), mais aussi à l’aide de la formule ( 5 ), pourvu 
que, dans cette dernière formule, on suppose n = 2 k 4- 1, et 

? (.r) — 

la valeur de t},(.r ) étant 

»i»(A 4- D p rS * + sin(A -t-DpsinA-p rlA _, _ 
sin J [j ' sin \ fj sinp 

sin(Ar + D p sinA p + sm( A-Hj)p r _ ( 
sin}p sinp sinp 

Les diverses formules qui précèdent peuvent être facilement éten¬ 
dues au cas où il s’agit de déterminer la valeur générale d'une fonction 
entière des sinus et cosinus de plusieurs arcs 

t t 1 

L 9 *' » • • M 

d’après un certain nombre de valeurs particulières supposées connues. 
Cette extension est semblable à celle des formules que nous avions 
d’abord obtenues dans le § I. 

La formule (2), ainsi que plusieurs de celles qui en ont été déduites, 
et la formule (a 3 ) elle-même, sont extraites du Mémoire que j’ai pré¬ 
senté à l’Académie de Turin le 11 octobre i 83 i, et qui a été paraphé 
à cette époque par le secrétaire de cette Académie, puis lithographié 
en grande partie, et avec quelques additions, en i 83 a. La formule (10) 


(a3) 




r 


1_ 



78 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE, 

en particulier se trouve établie pour les valeurs 

. 2 k -+-1 et a A- -h a 

du nombre n, puis étendue au cas où Ton considère une fonction 
entière des sinus et cosinus de deux arcs t , t ', et enfin appliquée à des 
problèmes de Mécanique céleste, dans le § III du Mémoire litho¬ 
graphié. 


119. 


Analyse algébrique. — Sur le développement d’une fonction entière du 
sinus et du cosinus d'un arc en série ordonnée suivant les sinus et 
cosinus des multiples de cet arc. 

C. R., t. XII, p. 3a3 (i5 février 1841 ). 


Soient 

f (0 

une fonction entière de sin* et de cos*, et k le degré de cette fonction. 
Soient d’ailleurs t une valeur particulière de t, et n un nombre entier 
égal, ou supérieur à ik -t- 1. On aura, comme on l’a vu dans un précé¬ 
dent Mémoire, 



ou, ce qui revient au même, 


(•*) 


f (0 = 



2T:/ 

n 


} 


Concevons maintenant que, la fonction f(t) étant développée en une 
série ordonnée suivant les sinus et cosinus des multiples de t, ou, ce 
qui revient au même, suivant les puissances entières, positives, nulles 



EXTRAIT N* 119. 


79 


ou négatives, de l'exponentielle trigonométrique 

on désigne par a m le coefficient de 


dans ce développement, en sorte que l’on ait 


(3) 


f(<) = a 0 -h a, e l V r "‘ ■+• a t e u é- x ■+■ ... -+- a * e kl V-* 

-+- a_, e~ , é- i -j- a~./ l c~ k, é 


Les équations (2) et ( 3 ) entraîneront la suivante 


(4) 


1 




/-O 


— m T + 

e v 



3 r l 
n 


)• 


à laquelle on peut aussi arriver directement en partant de l’équation (3) 
et des propriétés connues des racines de l’unité. 

En vertu de la formule (4 ), le coefficient a,„ d'une puissance quelconque 
de i exponentielle trigonométrique e'é ', dans le développement de la fonc¬ 
tion f (t) en une série ordonnée suivant les puissances entières de la même 
exponentielle, sera une moyenne arithmétique entre diverses valeurs de 
cette fonction respectivement multipliées par diverses exponentielles trigo- 
nométriques. Donc, par suite, si la fonction f(t) est réelle, le module de 
chaque coefficient a m ne pourra surpasser la plus grande valeur numérique 
que cette fonction puisse acquérir. Cette dernière proposition subsistant, 
quel que soit le nombre k , par conséquent quel que soit le nombre des 
termes compris dans la fonction f(z), peut être étendue au cas même 
où le nombre de ces termes devient infini. 

Si l’on cherche en particulier le premier terme a 0 du développement 
de la fonction f(i), suivant les puissances entières positives ou néga¬ 
tives de l’exponentielle trigonométrique 

e‘^, 
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on trouvera 

( 5 ) 

Soient maintenant 


l=n -i 


S 'h'-r) 

1 = 0 


F (0 


une nouvelle fonction entière de sin/ et de cos/, ou, ce qui revient au 
même, de l'exponentielle trigonométriquc 

et h le degré de cette fonction, en sorte que Ton ait 

( F(/) = A 0 4-A l W“ 4- A, e u '/~* 

(<>) ' _ _ 

( -H A_, eW~' -+. A-, -h. .. 4- A_/, e~ ht ^-'. 

Si l’on nomme s le premier terme du développement du produit 

f(/)F (0 

en série ordonnée suivant les puissances entières, positives ou néga¬ 
tives de cette exponentielle, on trouvera : 
i° En supposant h — ou <Æ, 

1 — Aort a 4-A_ja ( 4 -A_j<ïj 4-.. . 4-A_/,<ï/ 4 

( 7 ) 

4- At rt_i 4- A 2 a_ t 4 -... 4- \; 


et, par suite, en vertu de la formule (4), 

m~ h l- n — t 

( 8 ) S = r A .N A m e ' " ' 11 t 4 - 


/ tni\ t / 

i = 7 . S S*-’ ( 


m- — h 1 = 0 


37t A 

Tj ; 


2° En supposant h — ou > Æ, 


(9) 


i S—A 0 «o+ A_, a, 4- A_,aj 4-... 4- A_*.«*. 

( 4 - Aj <z_j 4~ Aj«_j 4*... 4- Aa-#_£; 


et, par suite, en vertu de la formule (4), 


(«o) 
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Dans la première hypothèse, c’est-à-dire en supposant on pourra 
réduire l'équation (8) à la forme 


8 =î S r,t+ — 1F,; 


Si, pour fixer les idées, on prend n 2k -h 1, la formule (11) donnera 


s = V— C f(r + -2*L) f(t h- - 

a A■ -i~ 1 O \ /. -+-1 / \ a A 4- 1 / 


arc/ \ 


Si, au contraire, on prend n = uk -h 2, on trouvera 


' S ~‘ S ' (“ i- I ) *' ( T 


-— ) Ki t -t- , tJ 

}- I / \ A -i- I 


Avant d’aller plus loin, nous ferons une remarque importante. Si, 
dans l’équation ( 3 ), on substitue successivement à la variable l les 
divers termes de la progression arithmétique 


■i u 4 t: 

-4- — » 7 -f-» 

n n 


-.'il:, 

n 


et si l’on ajoute entre elles les formules ainsi obtenues, après les avoir 
respectivement multipliées par les facteurs 


tnt TZ , - 4 m 1Z ,- 

- v _ j - 1 

« n n 

1 , C 1 t' 1 


!«( t/i 11 7 t 


alors, en supposant 


n X a A 4-1, 


on retrouvera précisément l’équation (4); mais, si dans le même cas 
on suppose seulement 

« = /•+1, 


l’équation (4) subsistera pour des valeurs de ni comprises entre les 
limites 

m m — ( n — k) f m n — X, 

Œuvra de C. — S. I, t. VI. * * 
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et sera remplacée par la formule 



/-O 


Cl h 


a , 


«■+«* ( 


»*T 


pour des valeurs de m représentées par ces limites mêmes ou situées 
hors de ces limites. Cela posé, l’équation ( 4 ) continuera évidemment 
de subsister, pour toutes les valeurs de m comprises dans la suite 


si l’on a 


-h, 


2, I, O, I, 2, •••) h, 

n > k 4- h i, 


et sous cette condition la formule (8) ou (io) fournira encore une 
valeur exacte de ». Il y a plus; l’équation (io), légèrement modifiée 
par la suppression des termes correspondants = et réduite à 


(i5) 


:* /=«-» 


« = ,7 S S A - 




m =s 1 — A / ; 


f ( T + 



y 


pourra être appliquée au cas où l’on aurait 

h = k, n = h -H k — i k, 

si l’on choisit convenablement l’arc t. En effet, dans ce cas, la for¬ 
mule (4) subsistera pour toutes les valeurs de m comprises entre les 
limites — k, -\-k\ mais, pour m — — k, la formule (i4) donnera 

/ — 0 

et, par suite, 

(16) A_*a_*-|- A*or*= ~ § À*«f 4=1 f (r 4- 

pourvu que l’on assujettisse t à vérifier la condition 
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Sous cette dernière condition, l’équation (7), jointe à la formule ( 4 ) 
ou (16), entraînera évidemment l’équation (i 5 ), que l’on pourra écrire 
comme il suit : 


(18) 



D’après ce qu’on vient de dire, l’équation (18) coïncide, pour A = X\ 
avec la formule (7), par conséquent avec la formule (<)). Comme d’ail¬ 
leurs les seconds membres des équations (<)) et (18) ne renferment pas 
la lettre A, il est clair que ces deux équations s’accorderont l’une avec 
l’autre, non seulement pour A — A, mais aussi quel que soit A. Donc la 
formule (18), jointe à la condition (17), fournira la valeur exacte de s, 
dans le cas même où l’on aurait 


h > /«, 

et dans celui où le développement de F(/) offrirait un nombre infini de 
termes. 

Pour montrer une application des formules qui précèdent, concevons 
que l’on ait k — 2, par conséquent 

f(/) = a 0 -t- a, -+- a, e u >/~* ■+■ a.., -+- a_, 

et, de plus, 

F(/) = [X-cos(/-n)]*, 

Il désignant un arc réel, et X un nombre supérieur à l’unité. Le déve¬ 
loppement de F(/) sera de la forme 

F(f) = A,h- A, eW-lD^ï+A, ... 

4- A ,e(« 4- A_j + 

et de cette dernière formule, comparée à l’équation (G), on tirera, pour 
A = x1, 

A,= A.e-W/A A, = Ajc-* 11 /" 7 , 

A_| = A_, = A te* 11 * 1 ', 


A#— A„ 


* # • t 
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Donc, pour vérifier la condition (17), réduite a 

gVlI\T-l — gVt -1^ 

il suffira de prendre 


II, 


et la formule (18) donnera 


m ~ t / =S . 

H S S ^ 

m ~ - 1 / - — 1 


lf (" + T> 


Donc, si f(/) est une fonction réelle de /, la valeur de s, qui dans ce cas 
sera réelle, pourra être réduite à 


m i l 8 

-SS 

//* : — I / 1 

ou, ce qui revient au même, à 


\ m COS — f ( II 4- 




7 T l 


'v* A 0 *+-aA|COs-^ A s cosic/ , . 

*= s-;-'(» -v 

/ u 1 ' 


Cette dernière équation, que l’on peut encore écrire comme il suit, 

: f (II) -h -i - P- - f (Il 4- 1ï) 


^_ A 0 4- a A| 4- A t . / , T x i A„ — a A1 4- A j ( 


4 


+ [ f ( n+ ' a) + f ( 11 ' ' î) 


s’accorde avec la formule ( 36 ) de la page 46 (voir l’Extrait n° 111 ). 

Concevons maintenant que l’on ait, non plus h — 00 , mais simple¬ 
ment /* — 3, le nombre k étant d’ailleurs un des termes de la suite 

4 , 8 . 

L’équation ( 6 ) sera réduite à 

(19) F(/) — A_, -1- A_, e W- 1 4- A u 4- A, W-* 4- A, e’V- 77 ; 
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et, si l’on suppose d’abord k = 2, la formule (18) donnera 


85 


(ao) 


8 = 


' Ml s 1 / — f 

I S s 

W« = - 1 / - 1 


À,,* € 


'('♦tK 




ou, ce qui revient au même, 


,„) ,= | A „(-V) ^ 


l’arc t étant choisi de manière à vérifier la condition 


(22) 



~ c kT V-" 1 . 


Si, au contraire, on suppose Æ> 2, on pourra tirer la valeur de .s de 
la formule (8). en y laissant l’arc r arbitraire, pourvu que l’on prenne 


par conséquent 


n j /. +- h H- 1 , 
n ; /, - 1 - 3. 


Ainsi, en particulier, si l’on prend k = 4 , on devra, dans la formule (8 , 
supposer n > 7, par exemple 

/é T= 8. 


Or, pour// — 2, k \ , n — 8, l’équation (8) donnera 


(23) 



Si, dans cette dernière formule, on réduit l’arc t à zéro, on en tirera 
simplement 


m ~ î / 7 

—I /=rO 





(®4) 
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8 (> 

ou, ce qui revient ail même, 




/ 7 


S 


7 II 


r-i 


7 r/ 


-H A 


-i- A„ -i- A , 
8 


77 / - - 

T \ 1 


- v ^r 

+-A,** 




On peut se servir utilement des équations (20) et ( -ïi) pour déter- 
miu(‘r la valeur générale de la fonction désignée par u dans le Mémoire 
sur les variations séculaires des éléments elliptiques des planètes. Les 
formules ainsi obtenues pourront remplacer, même avec avantage, les 
formules ( >7 ), (‘LS), (Tq), ( r |<>) de la page / j8. L’équation (20) en 
particulier fournira immédiatement la valeur de v» qui correspond à la 
valeur 2 de l’exposant que nous avons représenté par la lettre I 
pages '{7 et suivantes). Quant à l'équation ( 2'ï), cl10 fournira rigou¬ 
reusement la valeur de 2 correspondante à I = et il suffira que l’on 
puisse négliger les quantités du quatrième ordre par rapport aux ex¬ 
centricités cl aux inclinaisons des orbites, pour qu’elle fournisse 
encore, sans erreur sensible, les valeurs de v correspondantes à I —G 
et ii I 8. 


120 . 

Sur !'< : (iminution <l'une variable entre deux équations algébriques ('). 

H., I. XII, p. 3<)i (i ,r mars i8ji). 

i 1 ) Mémoire publié dans les Kjvraccx d'Analyse et de Physique mathématique (Nou¬ 
veaux fùvereieex), voir t. 1, p. 38 ). 
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1 * 21 . 


Analyse mathématique.. — Xote sur lu formation des fonctions ait mars 
qui servent à résoudre le prof dé me de l'élimination. 

C. H., t. XII, p. 4i J (8 mars iSji). 


I>'ô«jnation finale, produite par l'élimination de plusieurs variables 
entre des é(piations linéaires et présentée sous la forme la plus simple, 
a pour premier membre une fbnetion alternée. On peut même en dire 
autant de l'équation finale qui résulte de l’élimination d’une seule 
variable entre deux équations algébriques de degrés quelconques, 
puisque les méthodes de Hé/ouI et d’Knler réduisent ce dernier pro¬ 
blème au premier. Il importe doue de parvenir à former aisément le- 
fonctions alternées. Telle est la question dont nous allons nous oc¬ 
cuper. 

Considérons, pour lixer les idées, la fonction alternée qui, égaler a 
zéro, produit l'équation finale, résultante de l’élimination de .r entre // 
équations linéaires de la forme 

■A).o O : V „ > | t ' t“ • . . i A O. n J U 'V // | * o, 

V i ,o e V | | > ! ... ! ■ A | „ > Il ! - V | „ . | C ", 


n 2,u 1 i“A // 2,1 .* > • 

V, 

1 , n 2 O ■ A „ 

5.« I r 

» ) 

-H A/,. |,|.» : . 

• • (- A„ . 

l,„ 0- \„ 

1 . // 1 4 ’ 

» ) 


Pour obtenir cette fonction alternée que nous appellerons -s, on dispo¬ 
sera d’abord en carré sur « lignes horizontales, et sur autant de ligne* 
verticales, les coefficients que contiennent les équations linéaires don¬ 
nées, comme on le voit ici 


C) 


Vl,0> 

A 0,1* 

- • • > ^ 0, // 

?* 

V», /i-i» 

A 1 ,o> 

A,.„ 

• - * A i, n 

2* 

^ 1, n i > 

• • * J 

• • • y 

• • • y • * • • 


. f 

- A // 2,0 > 

A n — }, t » 

. . . , A„ 5 

, // ~ 5 » 

A n ?, n 

A U 1,0» 

A n 1,1» 

.... A,..,, 

, n J j 

A n j t u 
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puis on cherchera tous les produits que l’on peut former, en combi¬ 
nant ces-coefficients // à n, de manière que les/* facteurs de chaque 
produit appartiennent tous à des lignes horizontales différentes et à 
des lignes verticales différentes. Les produits formés, comme on vient 
de le dire, se réduiront à celui dont les facteurs sont les coefficients 
situes sur l’une des diagonales du carré, savoir au produit 

* 'O A„,o \|,t . • . A„ , n 3 1, n i, 

et ii ceux que l’on peut en déduire à l’aide d’une ou de plusieurs opé¬ 
rations dont chacune consiste il échanger entre eux deux indices qui, 
dans deux facteurs différents, occupent la même place. La fonction 
alternée S sera la somme de lotis ces produits, pris les uns avec le 
signe -f , les autres avec le signe —; deux produits différents devant 
être affectés du même signe ou do signes contraires, suivant qu'on 
pourra les déduire l’un de l’autre à l’aide d’un nombre pair ou d’un 
nombre impair d’échanges opérés chacun entre deux indices de même 
espèce. Le nombre n des facteurs de chaque produit servira de mesure 
:i ce que nous nommerons Yordrc de la fonction alternée. 

Concevons maintenant que l’on représente par P l’un quelconque 
des produits qui entrent dans la fonction alternée 8. Supposons d’ail¬ 
leurs que, dans cette fonction, le produit (a) en particulier soit affecté 
du signe -i-, et que, relativement au produit P, les divers indices 

o, i, '> , M, . . ., n — i 

soient partagés en divers groupes, deux indices i et j étant placés à la 
suite l’un de l’autre dans le même groupe, lorsque le produit P ren¬ 
ferme le facteur 

Il suffira de connaître le système des groupes correspondants à un pro¬ 
duit P, pour que ce produit se trouve complètement déterminé. Ainsi, 
par exemple, si l’indice i forme à lui seul un groupe, on en conclura 
qu’il est contenu dans un seul facteur du produit P, savoir, dans le 
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S!) 

facteur A,-.,-; si l'indice / forme un groupe l>in;iire 

t A A ) 

avec un autre indice* A, on en conclura <|iie 1 c*s indices /, A son! con¬ 
tenus seulement dans doux facteurs du produit P, savoir dans les 
facteurs 

si les trois indices i, A, i" forment un groupe ternaire 

(A A. i"), 

on <*n conclura que le produit P renferme les trois fadeurs 

*/, / ' A , ' t J". A / ^ 

et ainsi de suite. D’ailleurs, pour déduire le produit partiel 

A/,, A,,, ou A,,,- A,-,, A,-,,, 

du produit partiel 

A,., A,-,, *>ii A,.,- A, ,,' A,. . . 

qui renferme les mêmes indices dans le produit (•>.), il suffit évidem¬ 
ment d’opérer un seul échange entre les seconds indices /, A des deux 
facteurs du produit partiel 

A,,, A,-,,, 

ou deux échanges successifs entre les seconds indices des trois facteur 
du produit partiel 

A,-,,- A,,, A,-.,", 

qui, en vertu de ces deux échanges, deviendra successivement 

A/,/' A/-, / A/ 

A,., A 1 1 1" A,-. /, 


Donc, si le système des groupes correspondants au produit P présente 
/groupes formés chacun d’un seul indice, ou, ce qui revient au même, 
y indices isolés, g groupes binaires, h groupes ternaires, k groupes 
OEm-rcs dcC. — s. 1 .1. vi. 1 ! 
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i»0 

quaternaires, etc.; enfin / groupes composés chacun de n indices 
(/devant se réduire à zéro ou à l’unité), il suffira, pour passer du pro¬ 
duit {•?.) au produit P, d’opérer entre les seconds indices des facteurs 

^o,o* ^l.l* ■ • •> 1,« i 

autant d’échanges qu’il y aura d’unités dans la somme 

X -h 2 II -h 3 4 -h ( « — I ) /. 

D’ailleurs, si l’on nomme m le nombre total des groupes, on aura, non 
seulement 

( 3 ) / + ng-y- 3 h 1- i k +- ni — n, 

mais encore 

( i) / I X t- h |- /,•■■!-. ni, 

et, par suite, 

() g -\ ■>. h -1 3 /. h. . . I- ( n — i ) I — n — m. 

Donc, pour passer du produit {•>.) au produit P, il suffira d’opérer entre 
les seconds indices des divers facteurs autant d’échanges qu’il y aura 
d’unités dans la différence // - -///; et le produit P, dans la somme 
alternée s, devra être affecté du signe - 4 - ou du signe —, suivant que 
la différence n m sera positive ou négative. On peut donc énoncer 
la proposition suivante, qui s’accorde avec le théorème énoncé dans 
Y Analyse algébrique [ Note l\ r , p. :>■>'$). 

Tiikouümk. — Soit s line fonction alternée formée avec les quantités que 
renferme le tableau ( i ), et dans laquelle le produit 

A<1,0 A I, t • • • Vi •>, n -2 A„ |, „ - 1 

soit affecté du signe -f-. Les divers termes de cette somme seront les divers 
produits que l'on peut former avec n facteurs de la forme 

V-„> 

dans lesquels les n valeurs de i soient respectivement égales, à l'ordre prés . 
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aussi bien que (es diverses valeurs de j, au.v divers termes de (a progression 
arithmétique 

o, I, .... «--1. 

Soit d'adleurs 1 ’ l'un quelconque de res produits, et supposons que, rela¬ 
tivement au produit l\ les divers indices 

<>, i, .... // — i 

soient partagés en divers groupes, deux indices 

i et j 

étant placés à la suite l'un de l 'autre dans le même groupe, lorsque le pro¬ 
duit P renferme le facteur 

A,„. 

Si l'on nomme m le nombre total des groupes ainsi famés, le produit P 
sera, dans ta somme alternée S, affecté du signe 4- oit du signe , suivant 
que ta diffère rire 

n — m 

sera un nombre pair ou un nombre impair. 

Si, dans la jonction alternée s, on nomme (ormes semblables ou de 
même espèce deux termes <jui se déduisent l’un de l’autre, quand aux 
indices 

* S If * » *N • • • » H * » 

rangés dans un certain ordre, on substitue respectivement ces mêmes 
indices rangés dans un ordre différent, les divers termes, semblaldes 
entre eux, seront évidemment ceux pour lesquels le nombre total des 
groupes d’indices, et même le nombre spécial des groupes de chaque 
nature restera le même, c’est-à-dire ceux pour lesquels on retrou¬ 
vera les mêmes valeurs de/, g , h, k . I. Cela posé, il suit évidem¬ 

ment du théorème énoncé que les termes semblables seront toujours 
affectés du même signe. Donc, dans le développement de la fonction 
alternée s, on pourra se borner à écrire un terme de chaque espère, en 
ayant soin de placer devant ce terme la lettre caractéristique 1 pour 
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indiquer la somme des termes semblables, qui pourront se déduire 
immédiatement du même terme avec la plus grande facilité. Pour 
obtenir, d’ailleurs, un terme correspondant à des valeurs données de 

/, g, h, /., ..., /, 


il sul'lira d’écrire à la suite les uns des autres, dans leur ordre de gran¬ 
deur, les indices 


n - ■ -1, 


et de partager ces indices en groupes, en considérant les premiers 
indices 

«>, i, a, ..., /— i 

comme isolés, puis les indices suivants, en nombre égal à 2 comme 
formant les groupes binaires 

I./, y-1 I ), (/ I- a, / h 3 ), . . ., (/-+- :!ÿ — a, f 1- a % -- 1 ), 


puis les indices suivants, en nombre égal à >//, comme formant les 
groupes ternaires 

( / ■ I a A', / l a a - M, / - 1 - a A" -1 - a ), 


( / ! a a" -I 3// - 3, / l- a,;'+ 3// - a,/-1- a.A’ H- 3/t — 1 ), 


Ainsi, par exemple, si l’on prend // - 7, l’un des produits correspon¬ 
dants :i 

/ a, A’ i > f> ' 1 

sera eelui qui répond aux groupes 

(O), (JL (a, 3 ), (i,r., 6 ), 

c'est-à-dire b* produit 

Vj. 0 A,,, As„i A;i -S A », s A- (i f, As;. 

Quant au nombre des diverses espèces de termes compris dans la 
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somme alternée s, il sera évidemment é^al an nombre des solutions 
différentes de l'équation 

/' i ■>,x i - .! h i \ /.■ ■ » ... \- ni n, 

qui correspondront à des valeurs entières, positives ou milles de» 
quantités 

/, A-, h, /., .... /. 

Si, pour fixer les idées, on suppose n ;*», alors, la valeur de// pou¬ 
vant être présentée sous l’une quelconque des formes 

i i i i i, 

I i- I : - I i >, 

I • •> -f ', 

! : I i ", 

i ■>. 

I : I, 

les systèmes de valeurs de 

/, A’» />, / 

se réduiront i» l’un des sept systèmes 

/ :>, ^ <», h »>, /. o, / <>, 

f .>, ^ - I , //.-o, /«-:<>, o, 

/ i, - >, h ", /. «», / •», 

/ •>, a' ” ", /f i, /. • o, / i), 

/ ", A r i, h i, /• ", / ", 

/ i, at ", /' ", /• ', f ", 

/ ~ ", A' - ", A <•, /. ", / i ; 

et, par suite, une fonction alternée du cinquième ordre renfermera 
sept espèces de termes. 

Il est facile de calculer, pour une fonction alternée de l'ordre n, 
non seulement le nombre total des termes, ou des diverses valeurs 
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(h* P, mais encore le nombre des termes de chaque espèce; et d’abord, 
comme dans chaque valeur de P on peut supposer les divers facteurs 
rangés d’après l’ordre de grandeur des premiers indices, le nombre des 
valeurs diverses de P sera évidemment égal au nombre qui indique de 
combien de manières différentes on peut ranger à la suite les uns des 
autres les seconds indices, représentés par n quantités distinctes. Donc 
le nombre des divers termes de la fonction alternée s sera égal au pro¬ 
duit 

1.2.3 .. . n . 


Cherchons maintenant le nombre des termes d’une espèce donnée, 
e’esl-à-dire le nombre des valeurs de P qui correspondent à des valeurs 
données de 

/, z, /'> •••» 

et représentons ce nombre par 

fr/.A',/'.*./• 

Kelativcment à chacun des termes dont il s’agit, les indices 

o, i > , n — i 

pourront être partagés en ni groupes, la valeur de ni étant celle que 
détermine l’équation (/j), puis écrits à la suite les uns des autres dans 
un ordre tel que des indices placés dans un même groupe se suivent 
toujours immédiatement, et qu’aux indices isolés succèdent les indices 
compris dans les groupes binaires, puis dans les groupes ternaires, 
puis dans les groupes quaternaires, etc. D’ailleurs dans la série, ou 
succession d’indices, obtenue comme on vient de le dire, on pourra 
opérer divers changements sans qu’elle cesse de correspondre au même 
terme, et sans que les conditions énoncées cessent d’être remplies. On 
pourra, par exemple, échanger entre eux, d’une manière quelconque, 
ou les /'indices isolés, ou les g-groupes binaires, ou les h groupes ter¬ 
naires, etc.; on pourra encore, dans chaque groupe, écrire le pre¬ 
mier un quelconque des indices dont il se compose; et, eu égard à la 
possibilité de ces divers changements, il est clair que les séries ou suc- 
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cessions d'indices correspondantes à un même terme seront en nombre 
égal au produit 

l l .’>.../) (l. 3 ... if )( i ^ i i/•>" .V 1 . . . n 1 f 

chacun des produits partiels 

' ••*•••/, '•!••• AS 1 ■ >.... Il . I / 

«levant être réduit à l’unité, «piand la «juanlité 

/, oïl g, OU h, ou / 

s<* réduira simplement à zéro. D’ailleurs le iiombn* total «l«*s sér'ms «pie 
l’on pourra ainsi former avec les indices 

O, i, >, n — i 

sera précisément le produit 

i . «. 3 ... //, 


et à chacune d’elles 
le nombre 


correspondra un terme «le l’tispccc 


donnée. Donc 


\/\w, >> . ' 


d«‘s term«‘s d«‘ cette espèce sera le quotient «pi’on obti« , nt «piand on 
divise le produit 

i . . . n 


par l<“ produit 


( i . > . . . . / ) ( i. . . . g ) ( i. ■>.. . .h). . .il.».. . . /) i f 


Donc, en posant, pour abréger, 


Ci) 


! I .«.../)( I , 


1 . m 

■.n ){<• "■■ 


./<)•• .(!. •.«. . ./) 




on aura 

(;) 


. . n 

. . ni 


(’ n )r.g.i>. 



la valeur de m étant toujours 

m —- J -;-ÿS- A . t - 
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D'autre pari, comme le nombre total «les termes de différentes espèces, 
c'est-à-dire, le nombre total des termes de la fonction alternée -S, doit 
être é‘>al an produit 


i.•>...>.. . n. 


on aura encore 


(S) 


2 N 




.... /» 


le sij'iie 1 se rapportant aux divers systèmes de valeurs de 

j, i>, h, ..., / 

ijiii vérilicnl. l’éijuation (?>), et par conséquent 



Cette dernière formule parait «limite d'être remarquée. 

Si, pour fixer l«‘s idées, on prend n - o, l'équation (8) ou (<)) don¬ 
nera 

I . . O . I . .) Ns, 11,11,(1,11 -I- N 3j 1,0, 0, (I ■+■ N |, 2,0, 0, « N,, 

■ |- N II. 1 , 1 , 0,0 -I- N,,„ i 0 ,l,„-|- N (l> 0 , 0 , 0 , 1 


et, par suite. 


i .j .à i t- io +• là -|- ■><> •>.(> -+- 3o t- i i r o>. 


ce (|iii est exa<*l. 

On peut (diserver que, dans le cas où // est un nombre premier, I; 
valeur entière de 

V.A-. /<.•’ 

fournie par réquation (7). reste toujours divisible, par//, excepté lors 
qu'on prend 

tu 11 . par conséquent /' 11 , ^ o, // _ o, / — <>, 

ou 

ni 1, par conséquent /' o, A r - <>, h à&o, .... /-- 1. 


Donc, dans le second membre de la formule («>), et pour le cas dont il 
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s’agit, les seuls termes non divisibles par// sont 

X'rt.o.o.« et N*.,,.,.., — i). 

Donc la somme de ers drue termes doit être, aussi bien que le produit 
1.2.3...//, (lo isible par le /tomber //, toutes les fois que celui-ci est pre¬ 
mier. On se trouve ainsi ramené au théorème de Wilson. 

Observons encore que. dans la fonction -s, le nombre des termes 
affectés du signe -t-, et correspondants à des valeurs paires de // — ///. 
est précisément égal au nombre des termes affectés /lu signe , et 
correspondants à dos valeurs impaires de //--///. Donc la différence 
entre ces deux nombres, évidemment représentée par 

-( ->)" V.r.A / I)'" N/,,-,* /, 


sera nulle, et l’on peut, à l'équation (8) />u (<)), joindre la suivante 

0°) -( X/, A -./l./ ' ", 

que l’on peut encore présenter sous la forme 

<"> ..r.yu)•(>)*-G/ - 

On trouvera, pat* /“xeni|de, en prenant // -- />, 


X u.o.o.O " X .1,1.0,11,1) "H X | .•>,(i,o,(i i - X ,,o. | X h, |, | ,o,o X | ,0,11. | ,0 I' X 0,0,0,0. t 

ou, ce qui revient au même, 

I — lu -|- lu ! '.lu - '.lu — un i- ')/[ n, 

ce qui < i st exact. 

Lorsque, dans le tableau n” l, on a généralemenl 


W, 


les eoeflicients 


M),Oi 


A,, 


1 , /I 2 > 


A „ 


situés sur l’une des diagonales du carré figuré par ce tableau, sont les 
seuls qui ne se trouvent pas répétés. Les autres coefficients sont égaux 

OEuere* de C. — S. I, t. VI. I ' 
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deux à deux, les coefficients égaux étant toujours placés symétrique¬ 
ment des deux côtés de la diagonale dont il s’agit. Donc alors les seuls 
termes, qui ne se trouveront pas répétés plusieurs fois dans la fonc¬ 
tion alternée .s, seront ceux qui correspondront seulement à des indices 
isolés et à des groupes binaires. Quant aux termes qui correspondront 
à «les groupes ternaires, quaternaires, etc., c’est-à-dire, à des valeurs 
do 


h, , l 


dilférenles de zéro, il est facile de voir que chacun d’eux se trouvera 
répété autant d<; fois «ju’il y aura d’unités dans la puissance 

H ... I / 

du nombre 2. En ellét, dans l'hypothèse admise, étant donné un terme P 
correspondant à des valeurs d<* h, k , ..., / différentes de zéro, on oh- 
liendra toujours un second terum égal au premier, si l’on renverse 
l’ordre dans lequel se trouvent écrits à la suito les uns des autres les 
indices renfermés dans un s«nil groupe ternaire, quaternaire, etc. 
Ainsi, parextunple, deux termes seront égaux entre eux si, pour pas¬ 
ser de l’un à l’autre, il suffit d<“ remplacer le groupe quaternaire 


par le groupe quaternaire 


(O, I , ■-!, 3) 


( 3 , a, i, <»), 


attendu qu'en vertu de la formule (12) le produit partiel 

A o,i A i > o A 2i j A :1)0 

sera équivalent au produit partiel 

Aj,2 Ao ( j \ 1,0 A0,3. 

La remarque précédente, jointe à ce qui a été dit plus haut, permet de 
former aisément les fonctions alternées, composées avec des coefficients 
pour lesquels la condition (12) est remplie. Si, pour fixer les idées, on 
suppose? n — G, alors, en admettant que la condition (12) se vérifie, 
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0!» 


on trouvera 


-Vi,o-^i.i Aj/, A},} — A„, 0 A i,, Aj, s A,, 3 A * - 

, v 4 V \ ! V s _ v il * 1 V J 

■+" •“ *«,« *1,1 's,i ‘4.5 *1.3 *4.5 

*+■— A 0 ,oAj i i Ai i2 AA t , 5 A 5 , : ,— A 0 ,o A j-,, A 3 , v A t , s \ s , 3 

+ \ —■ -X 0,1 A 1 ,3 A 2, ,j A 3,4 A v ,jA 3 , 3 

" *■ —■ An,© A j,j A », 3 A ;1 , v A v ,r> A 3,2 4 - ’.î - AJ, A 2 , 3 \ 3 ,4 A ii3 A s , 2 

-t- a — Ao,o A,,j A»,3 A-,,; Aj,j A 3 ,| i A u> | A|,j A},j\j,4 V 4 , 3 A, 


pourvu que l’on indique toujours à l’aide du signe 2, placé devant. un 
terme la somme faite de ce terme et de tous les termes semblables. 

Les principes établis dans cette Note conduisent de la manière la 
plus simple et la plus directe à la détermination d’une fonction alternée 
dont on se propose d’obtenir la valeur en calculant séparément chaque 
terme. Mais il importe d’observer que, pour de grandes valeurs de n, 
la réduction en nombres des divers termes calculés chacun a part 
devient impraticable, en raison de la grandeur excessive du produit 

\ 3 . . . //. 


Comment doit-on s’y prendre alors pour obtenir, sans trop de dilli- 
culté, la valeur numérique de la fonction alternée? (l’est une question 
qui mérite d’être examinée, et qui sera l'objet d’un nouvel article. 


122 . 

Analyse mathématique. — Mémoire sur diverses formules relatives 
à /’Algèbre et à la théorie des nombres. 

C. H., t. XII, p. fxj8 (7.f) avril i84ij. 

Ce Mémoire sera divisé en deux paragraphes. 

Dans le premier paragraphe, je déduirai, des relations qui existent 
entre les coefficients d’une équation algébrique et les sommes des 
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puissances semblables de ses racines, une formule qui jouit d’une 
propriété singulière. Pour toutes les valeurs entières et positives, attri¬ 
buées ii deux variables que cette formule renferme, le premier membre 
se réduit à la plus petite variable ou à zéro, suivant que la plus petite 
variable divise ou ne divise pas la plus grande. 

Dans le second paragraphe, je m’occuperai de nouveau d’une ques¬ 
tion souvent traitée par les géomètres, savoir, de la résolution des 
équations indéterminées du premier degré en nombres entiers. On con¬ 
naît la solution algébrique que M. llinet et M. Libri ont donnée de ce 
problème, pour le cas de deux inconnues. Mais, quelque simple que 
soit, sous le rapport analytique, la solution dont il s’agit, nous verrons 
qu’elle peut être encore simplifiée, de manière à ne plus exiger la 
formation de Tables qui offrent la décomposition d’un nombre entier 
quelconque en facteurs premiers. 

Quand on sait résoudre les équations indéterminées à deux incon¬ 
nues, on sait aussi résoudre les équations qui renferment trois ou un 
plus grand nombre d’inconnues, puisqu’on peut commencer par choisir 
arbitrairement quelques-unes de ces dernières. Mais il peut arriver 
que, dans un problème indéterminé, on ait seulement besoin de con¬ 
naître les valeurs entières, milles ou positives, des inconnues, et ces 
valeurs seront certainement en nombre lini, si, dans le premier membre 
d’uni' équation linéaire donnée, les eoefiieients de toutes les inconnues 
sont des quantités de même signe. Alors la question se réduit à dé¬ 
composer un nombre entier donné en parties égales ou inégales, dont 
chacune soit un terme d’une suite finie donnée. Celte question se 
reproduit dans diverses circonstances, par exemple quand on se pro¬ 
pose de développer les puissances d’un polynôme qui renferme un 
nombre fini ou infini de termes, de déterminer les sommes des puis¬ 
sances semblables des racines d’une équation algébrique ou transcen¬ 
dante, ou de calculer les nombres de Bernoulli. Dans ces cas, et dans 
plusieurs autres, le coefficient de l’une des inconnues se réduit à l’u¬ 
nité, ce qui permet de résoudre assez facilement la question, en com¬ 
mençant par fixer la valeur de l’inconnue dont le coefficient est le plus 
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grand. Au reste, j’indiquerai un moyen facile de résoudre, dans tous 
les eas, les questions de ce genre, et même de les réduire à de simples 
soustractions. 

I. — /{dations r/m existent entre (es coefficients (/'une éi/uafion aliiéln n/ue 
et /es sommes des /atissanees semblables de ses racines . Formules sin# n/ièi -es 
déduites de ces mêmes relations. 

Soit ni un nombre entier quelconque. On aura, comme l’on sait. 

(i) (.e -(-y .)"* - (a, le c, ... U" 1 v 1 '. ... 

la sommation que l(> signe 1 indique s’étendant à toutes les valeurs 
entières, milles ou positives de a, b, e, ... qui vérifient la condition 

a i l» I e . . . m. 

et le nombre entier que représente l'expression (a, b, e, ...) étant dé¬ 
terminé par la formule 

i .•>... /// 

(a, I», c, . . . ) -. . , 

( i .a .. .a )(. i .a... Ii )( i . 

où l’on doit omettre, dans le second membre, celles des quantités 
a, b, e, ... qui se réduiraient à zéro; en sorte qu’on trouvera, par 
exemple, en supposant 

;t -- ///, 1) r . . . 

i . . m 

(a, l>, c, . . . ) ( m , o, i. 

i . >. . . m 

Si, dans la formule (i), on remplace la somme 

./• !- r i- i-... 

par un polynôme de la forme 

\ — l.r !... -f- p.r" 1 | - t/.c". 

on en conclura 

( 2 ) X" -- A,,, JC’“ -H A„,,, -C" 1 * 1 !- . . . i- A,„„ , 
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In valeur de A, étant donnée par la formule 
(3) A,- 2 (a, b, .. Ii, k)é*.. 

dans laquelle la sommation indiquée par le signe 1 devra s’étendre à 
toutes les valeurs entières, nulles ou positives, de 

a, b, *. *, b, k 

qui vérifieront les deux conditions 

a 4- I) -I-. . .-I h l- K rn, 
a I- '! I» 4-. . . -I- ( n i) h ! n k i. 

Des é(|iialions (i), ( 2 ), (3), jointes aux deux suivantes 

( \ ) <■'' - 1 I- ,r I- —-h. . 

1 . v. 

I v ■ r ' 1 

(•>) 1(1 -!•./•) — - --+• -,-. . 

on déduit aisément les formules qui expriment les relations existantes 
entre les coefficients d’une équation algébrique et les sommes des 
puissances semblables do ses racines. Rappelons d’abord ces dernières 
formules en pmi de mots. 

Soient a, 6, y, ... les racines de l’équation algébrique 

( <i) ■>’" l- < 7 , ./•" 1 i - ... -I- (t n -\ 4- a n — O, 

el 

Si a' 4 - 6' -f- y' 4-. . . 

la somme des t Vm,s puissances de ces racines. En posant 

•r —: - 

dans l’équation identique 

.V" -hrt, a " 1 4 -... 4- a „_, .r 4 - n„ — (.r — oc )(./• — €)(.r - - y ).. ., 

on en conclura 

(7) 1 4- (t 1 ■; -r-. . . 4 - (t n 1 5" 1 4- o n z n — ( 1 — a;) (1 — 6z) (1 — y z ). .. ; 
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puis, on prenant les logarithmes népériens dos doux membres de ré- 
quation (7), et ayant égard à la formule ( 5 ), on trouvera 

(8) s t : \s.,z î t- Ja-jv 1 h.. - - pi !■- ,t, z - 1 -... ,i„ 1 

et, par suite, 

( 9 ) H- </, \-(i„ t <t n z" e '' ' '' ‘ 

Si maintenant on développe les seconds ineinltres des équations pS), 
(<)) à l’aide des formules (/§), ( r >), jointes à la formule ('i:, ('I si dans 
les équations nouvelles ainsi obtenues ou égale entre eux les coeffi¬ 
cients des puissances semblables de z, on en conclura 


('<>) 

•v, /i( 

- I j a 4 U 

» ... A h t k 

_ (a. 1 », ..., 
a 1- 1 ) -h... 

1 0 k ) -t 1 . h L 

,:i,Vk '" 


(") 


1)».. 

... t In k ... 

1 

(a, li, . 
l-li 

. v-(A v ». \... 

■i Il 1 k)''V»'V 



i devant 

être, 

dans I; 

t formule ( 

11 ), inférieur ou tout au 

plus égal à //, 


et la sommation que le signe 1 indique devant s’étendre, dans chacune 
des formules (10), (11), à toutes les valeurs entières, milles ou posi¬ 
tives, de 

a, 1», h, k 


pour lesquelles se vérifiera la condition 

(n) a -t- al) -t-.. . 9 - in ---1 )li I- «k i. 

Il sera d’ailleurs facile de calculer ces valeurs, en commençant par 
déterminer celle de k, puis celle de h, . \insi, par exemple, si 


« — 3 , t - 7 . 

alors l’équation (12}, étant réduite à 

a -t- '.ib -t-.) c7, 

sera évidemment vérifiée par les valeurs entières, milles ou positives. de 


a, l>, e 
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qui satisferont 

à l’un des trois systèmes de formules 


c -o, a 4 -a b — -, 


c S a -l- al) — 4, 


<* : V*, a ~l* 9. l> : ï . 

On recorinaitra 

pareillement que l’on vérifie l’équation 


a -+- a 1 ) - 7 

(*n prenant 

]»- (», ;i ■— 7 , 

ou 

1 ) i, a * 5, 

OU 

li a, a 3, 

ou 

1) - 3, a — i ; 

l'équation 

a i- a 1 ) -t \ 

en prenant 

l> o, a 

ou 

1 ) i, a a. 

ou 

1 » — a, a --o; 

et l'équation 

a -| •>. Ij —■ i 

en prenant 

1 ) o, a • î . 


Donc enfin les valeurs milles ou positives de 

a, 1), c, 

propres à vérifier la formule 

a H- alu- 3c — -, 
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se réduiront à l’un des systèmes de nombres 


I, O, 

3, o. 


i. '• 


O, !, I. 

1 , <>, >. 

delà posé, la formule (i<>) donnera, pour n 3 , /7, 

v ... „ i \ a \ i ( : >> ')«?"*-I- '( ; k -Oo} a* t } (1, 3)o, n\ ‘(..1,1)0} 
/ ! —}(•<, I, l)< 7 * OjO;,— } 1)0* 0 :1 -f }('. 'Oo, O* 

ou, ce qui revient au même. 


S- (t 


7 {" l o- i • ■>. (t \ a\ -t- o, n \ — 0} o, — 3 oj o 2 a , 05 o : , 1- o, 0} >. 


Telle est elfectivement la somme des 7' < " ,c ' puissances des racines di 
l’équation 


<r 1 ■>" -) • ■ n : , . o. 


Si, dans les formules (10), (11), on prend successivement pour / les 
divers nombres entiers 


■y r ► 

1, •<, •>, 1. », 


en laissant la valeur de n arbitraire, ou retrouvera des formules don¬ 
nées très anciennement par Euler, savoir. 


• -t- 3 o, n-i 3 a-j. 

a\ 4- 2 a\ — \ a\ a % -t- \ a x a, — ", 

-«}-+- r, cij — 5 a} o., h > (/, x\ 1 - 5 n, a % f- 5 o 2 n,, 


OE uvres de C, — S. I, t. VI. 
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"l -- -V|, 

«1 — Cvf — .v j), 

I. ■>. 

•h'-- yyj (•'•? — ■'*•*! V I a*,), 

«i ' 7 —, (■'•’: - G,v'f s, -f- ;5.v; • S.v, s t — G.v- ), 

i 

k-, —. (s] — io.v?.v« 1- I .*> .v, .v; t- '>o.v:.v-, — :<o.v«.v a - 3o.v,.v v 4- \ s- \. 

i.|. » 

Il e\ist<‘ d«'s i*(‘l;)Iions «lignes de reiriur«|ue entre les valeurs de 

,V|, .v,, .v.„ .... 

Idui'iiies par l’é«|uation (io), et les coeffieients d«‘s diverses puissances 
de dans le développement de l’expression 

( i tt j z -i-... i- >i u z n ) 1 . 

En elle!, désignons par 

' 1 » C> * étt • • • 

ees eoellieients, en sorte «pi’on ait 

i I- l ... (i -h </ { z -i-... t~ tt„z n ) 1 

- i - ( v l .. . -F- ff,i z" ) -t- ( (ti z - i-... -f - a„ z" ) ' ..., 

«‘1, par suite, en vertu «le la formule ( V), 

ii'O /---( - i)" l,l "''" k (a, I), ..., Ii, k)rt'l . c/î 1 , 

la sommation «|ii«‘ le signe 1 imliipie s’étendant à toutes les valeurs de 

a, I», ..., li, k 

«|ni vérifient la condition (i •.<). Comme l’équation (S), dilférentiée par 
rapport à z, donnera 

( I i I .V, ; -|-.ï,5* -r-ijv* — (0| +•««„ 5"-')(l+«| 5-f-rtj 5*-K..)' 


I 
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el, par suite. 

Si z 4- .ïjj* 4- ■V;,; , 4- ... -~(rt| 4- -4 ... 4- tut,, Z n 1 ) ( i i- /, z ; - /, s* 

on en conclura 

(. 1 ■’* ) - v < ■— “ ( <h 1 1 ' t- a <7, /, , -i- 3 /, î I -. . . 4- na n t, 

Il suit évidemment des formules (i 3 ) et (i.*>) que, dans la valeur 
générale de .v,-donnée par l’équation (né, tout comme dans 1rs valeurs 
précédemment trouvées de 

A,. A;,, ,V 4 , A,, 

le coefficient numérique d’un terme quelconque sera toujours un 
nombre entier. Donc, par suite, le produit 

l a, I».Il, k > 

/ a 4- I» !... i II : Iv 

dans lequel 

/ — ;i { * b !... — i i b i // 1 \, 

sera toujours un tel nombre. Celle proposition s’accorde avec un théo¬ 
rème que nous démontrerons tout à l'heure. 

Il nous reste à exposer plusieurs conséquences remarquables des for¬ 
mules générales que nous venons d’établir. 

Observons d’abord que si l’on dill’érentie l'équation ( i ; par rapport 
il l’une des variables .r, v, .... par rapport à c par exemple, on 
trouvera 

nt ( ./• 4 -,c - i- z i -...)'' 1 1 — iiaia, b. c, .. .)./•' I v l, ; r .... 

Donc, par suite, l’expression 

a(a. b.c, . ..) 

représentera le coefficient du produit .r' ' v 1 ’dans le développe¬ 
ment de 

m (r 4-V )"' \ 

en sorte qu’on aura 

ai a, b. c ...)— m ( a — i. b. c, . . . ) 
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et 

('«) 


a (a, I» , c, ■ • 

ni 


— (a 


la valeur de ni étant 


ni ■— a 4 - l) 4 - cl.... 


L’équation (i(>), qu’on peut établir directement, puisqu’elle devient 
identique quand on y substitue les valeurs des expressions 

( a, I), ci ... ), (a ■ -1,1), c, ...)> 

subsiste d’ailleurs lorsqu’on échange entre elles les lettres a, b, e. 

Il en résulte que, chacun des produits 

a (a, 1>, c, ...), b (a, I», c, ..c (a, I), ... ), 

est divisible par le nombre 

ni a 4 - I) -i- e -+-.... 


Donc ce nombre divisera le produit 

*>(a, l>, e, • • O, 

si le facteur <» est de la forme 

a u lie ne 

//, c, n\ ... désignant des (juantités entières positives ou négatives. 
Cela posé, pour vérifier l'exactitude de la proposition ci-dessus énon¬ 
cée, il suflira d’observer que le facteur 

i — a 4 - •». I) 4 - . . . -l- ( n — i ) li 4 - n k 

est précisément <le la forme indiquée. Ajoutons que le plus grand com¬ 
mun diviseur des nombres 

a, b, c, ... 

est do la même forme. On peut donc énoncer encore la proposition sui¬ 
vante. 
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Théorème I. — Soient ni la somme des nombres 

u, 1), e, ... 

et <-•> leur plus grand commun diviseur. Le produit 

m(;i, I», <•. .. . ) 

sera toujours divisible par ni. 

Comllaire 1 . — Dans h* développement de 

(./,• H-.v ; -I-. • 

le coefficient numérique M d’un terme quelconque sera divisilde par m, 
si aucun entier ne divise les exposants de l<»ules les varialdcs dans ce 
terme. Dans le cas contraire, le plus grand commun tliviseur <•» de ces 
exposants rendra le produit «>M divisible par m. Ainsi, par exemple, 
dans le développement de 

( i -+-_»• -i-)\ 

le plus grand commun div iseur J des exposants i et <’>, dans le terme 

( >, f ,i , 

rendra le produit 

3 x <;{,<>,) 3.8'| 

divisible par <). 

Corollaire II. -- Le plus grand commun diviseur <•> des nombres 

a, b, e, ... 

devant diviser leur somme m, il en résulte que, dans le développe¬ 
ment de 

(./■ -j- r 1- ; 

m divisera l’exposant numérique de tout terme où l’exposant d’une 
seule des lettres «r, y, s, ... sera premier il m. Par exemple, dans le 
développement de 

< f t -y -i- s>\ 

tous les coefficients numériques seront divisibles par»), à l’exception 
<les suivants : 


S'i - (<», 3) — (3, G). 


68 o ( 3 , >, ^ ). 
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Corollaire ///. — Si m ost un nombre premier, le coefficient i de 
•T"', de v"\ de z"‘, ... sera le seul qui ne soit pas multiple de m, ce que 
l’on savait déjà. 

Considérons maintenant la formule (10), et appliquons-la au cas oit 
l'équation ((i) se réduirait à 

c" - I — o. 


Alors, a,, a. Jt .... a„ , étant nuis, on verra, dans le second membre de 
la formule ( 10), disparaître tous les termes qui ne correspondront pas 
à des valeurs milles de 

a, I). . .., li ; 

et, par suite, on trouvera 

•V, H OU .V, ::: O, 

suivant que /vérifiera ou ne vérifiera pas la condition 

c'est-à-dire, suivant <jue i sera ou non divisible par n. Or, en compa¬ 
rant la valeur de i ou de .v, avec celle que l’on obtiendrait si l’on appli¬ 
quait directement la formule (n») aux deux équations 

,r ■ — i O, 1 4- ./ " 1 -j- . . I : : <>, 

dans lesquelles peut se décomposer l’équation donnée 

,r"-I -1^ ( ) y 

on sc verra immédiatement conduit à la proposition suivante : 
fm:ouiMr. II. — NV l'on pose généralement 


Y ( - iV> 

Zj a -+- l> +... -t- 


-H k (il ’ ll ’ ‘ - ” h) ' 


le nombre (les quantités 

a, 


h 


étant n — i, et fa sommation que le signe 1 indique s étendant à toutes les 
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valeurs enderes, milles ou positives de a, I).Il i/ui vérifient la con¬ 

dition 

( 18 ) a i- ï I» -f- — n li i. 

on trouvera 

S, Il UH V, . i), 

suivant que n sera ou ne sera pas diviseur de i. 

Corollaire. — Si l'on pose n — u, le théorème précédent domina 


par conséquent. 


( >.o) I M— l)' i 


- i t- 



/</ — •»)(/- -V) 
•>.. M 


.) 


nu o. 


snivanl. que i sera ou ne sera pas divisible par//. l/équation s’ac¬ 
corde avec le lliéorème donné par .M. Slern pour la soinnialion de la 
série finie 

i . ! i / — \ 11 / •’* l 


Le lliéorème de .M. Slern peut donc être considéré comme renfermé 
dans le lliéorème II. 

Nous avons déjà remarqué que, dans la formule ^ 11 ;, /était suppose 
inférieur ou tout au plus éjjal à n. Si le nombre entier / devenait supé¬ 
rieur au nombre entier//, alors, a, devant être considéré comme é^al 
à zéro, ou déduirait évidemment de. l’équation (<)), non plus la for¬ 
mule (m), mais la proposition suivante: 

Tiiéoiiémk III. — Lorsque le nombre i surpasse le degré n d une équa¬ 
tion algébrique , les sommes 

.Vf, Si, s r 

des puissances semblables des racines de. cette équation vérifient la formule 


( ! I ) 



(a. I», e... ) 
i.'!...(a + b + c 



■«i.i'M i-'» »' • 


", 
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le signe 1 s'étendant à toutes les valeurs entières, milles ou positives, de 

a, I), c, ... 

pour lesquelles on a 

< ’vx) a - {~ “Alt 4 - 3c 4... ■— t . 


('omllaire 1 . — Si, pour fixer les idées, on prend n ~ i, i 3 , l’é 
<|ualion ( 20) donnera 

.vJ — 3.v,.v 2 +- 2 AV— 0 . 

Corollaire //. -- Si l'équation donnée se réduit à 


alors dans la suit t* 


./•" I ' O, 


A',, A 2 , S .j, . . . 


tous les termes s’évanouiraient, à l’exception des suivants 


1 n 1 $ittj $3 hj 


<pii seront égaux à n. Par suite*, dans le premier membre de l'équa¬ 
tion (21), tous les termes s’évanouiront d’eux-mêmes, si 1 n’est pas 
divisible par n. Si au contraire i est divisible par n, l’équation (21) 
pourra s’écrire comme il suit 


( 2 3 ) 



I \a t I) t v c ... 


(a, I», c, . . .) 
a l- I) 4 - c + 


(')*(}) , ’(i) r - • • """• 


le signe 1 s’étendant à toutes les valeurs entières, milles ou positives, 
de a, b, c, ... pour lesquelles on aura 

a 1- •». b i- 3 c 4 -... — - • 

n 

.Mais j peut être l’un quelconque des nombres entiers supérieurs it 

l’unité. Donc la formule (22) se vérifiera toujours, si dans cette for¬ 
mule la sommation indiquée par le signe 1 s’étend à toutes les valeurs 
entières, milles ou positives, de a, b, c, ... qui offrent pour somme un 
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nombre don né, supérieur à runilé. Au reste, eette eonelusion pour¬ 
rait être immédiatement déduite de l'équation identique 


m. 


Anai.vsk MATliKMATKfl'K. — Mémoire sur diverses formules relatives 
à iAlgèbre et à la théorie des nombres. 

('. H., I. XII, |>. S1 3 (io mai 18 j i >. | Suite.| 


55 II. Sur la résolution ries équations indéterminées du premier degré 

en nombres entiers . 

Supposons qu’il s’agisse de résoudre, en nombres entiers, une équa¬ 
tion indéterminée du premier degré à plusieurs inconnues. Si ees 
inconnues se réduisent i» deux 

■>, v, 

l’é(juation indéterminée sera de la Corme 

( i I a.r h y _ / , 

a, b, k désignant trois quantités entières, et ne pourra être résolue que 
dans le cas oit le plus grand commun diviseur do a et de b divisera /. 
Mais alors on pourra diviser les deux membres de l’équation i par ce 
plus grand commun diviseur, et, comme on pourra, en outre, si a est 
négatif, changer les signes de tous les ternies, il est clair que l’équa¬ 
tion (i) pourra être réduite ii la Corme 

( > i m.riïinv ±:/, * 

/, m, «désignant trois nombres entiers, et m, n étant premiers entre 
eux. 

OEuvres de C. — S. I, t. \ I. * * 
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Observons maintenant que l’é*]nation (2) coïncide avec l’équivalence 


m./' : / (mod//) 

oïl 

(.'•> ) .r 33 dt - (mod //), 

//> 

et qu’en vertu de la formule 

-- 1 1 x 1 (mod //), 

/// /// 

la résolution de l'équivalence (!i) peut être réduite à «relie de la sui¬ 
vante : 

( i ) ./• : : ' ( mod // ). 

ni 

D’autre part, si n est un nombre premier, on aura, d’après un théo¬ 
rème connu do Fermai, 

«. •*» ) 1 (mod//), 

par consétjuent 

2 (mod//). 

/// 


Donc alors ni" 2 sera une des valeurs de v propres à vérifier l’équiva- 
lence (/|), de sorte qu’on résoudra cette équivalence en posant 


0 ») 


// : : ni" J (mod//). 


Telle est la conclusion très simple à laquelle M. Lïbri et .M. Binet sont 
parvenus pour le cas où l«r module n est un nombre premier. Pour 
étendre cette même solution il tous l«*s cas possibles, il suffirait de 
substituer au théorème de Fermât le théorème d’Euler suivant bujiiel, 
n étant un module quelconque et m un entier premier à n, 011 aura 


généralement t 


( 7 ) 


/// > 1 (mod//) 


si l’exposant N renferme autant d’unités qu’il y a de nombres entiers 
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inférieurs à n et premiers 
on en e on cl ura 


à n (' ). En ellet, l'équation (7) étant admis»*. 


- in* 1 ( mod/O 

ni ' 


et, par conséquent, 


sera l'une des valeurs de ,r propres à vérifier l'équivalence ( ï ), de sorte 
qu’on résoudra cette équivalence en prenant 

(.■'**) .r ni s 1 (mod/O. 

l/équivalence ( ] ), étant résolue comme on vient de le dire, entraî¬ 
nera la résolution de l'équivalence (3 ) qui coïncide avec l'équation; a , 
et, par suite, la résolution de l'équation (1), dans le cas où le plus 
i*raml commun diviseur de a et de b divisera k. On résoudra, en jMirli- 
culier, l'équivalence ( 3 ) en prenant 

(O) r 1 / (iilod//). 


i 1 > M. IVmsol nous a dit avoir remis autrefois à M. Legendre une Nota manuscrite dans 
laquelle il avait ainsi étendu à dos inoilulos <|iielo<m<|uos la solution présentée par M. Ilincl.. 
et rolalivo au cas où N est un nomliro premier. Dans colle mi'inc Note, M. l’oinsot donnait 
du théorème d’Fuler la démonstration suivante, analogue à colle qui, dans le Mémoire do 
.M. Binet, se trouve appliquée au théorème de Fermai. 

Soient 

i, n, h, r. ... 

la suite des entiers inferieurs à //, mais premiers à //: N le nombre de ces entiers, et m I on 
quelconque d'entre eux. La suite 

ni, nui, (un, nu, 

se composera encore de termes, premiers à //, mais qui, divisés par //. donneront des restes 
différents. Donc chaque terme de la seconde suite* sera équivalent, . uivant le module //. à 
un seul terme de la première, et l'on aura 

i .n.b.c... ■■ : ni .mu Ann .au... ' i.uAi.r...ni N ( mod u > 

» 

nu, ce (jui renient au môme. 


i ,a .b ,c, . A tn s 1 ) : n ( mod n ) , 


m 


\ 


tn* = i 


puis on en conclura 


i r- o 


ou 


( mod // ). 
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En résumé, l’on pourra énoncer la proposition suivante : 

Tiikoiikmk I. — a, b, k (/csignant trois quantités entières, on pourra 
résoudre en nombres entiers l’équation indéterminée 

(i) a.r \-by~k, 

si le plus grand commun diviseur (le a et de b divise k. Supposons d ail¬ 
leurs qu'en divisant a , b, e par ce plus grand commun diviseur, et chan¬ 
geant s'il est nécessaire les signes de tous les termes de l’équation ainsi 
obtenue, on la réduise à la suivante 


(■>.) /njrdtz/ir — üzl, 

ou, ce qui revient au meme, à l'équivalence 

(.!) ./• ; ±: — (tnod n), 


/, ni, n désignant trois nombres entiers, et m, n étant premiers entre eu e. 
Pont vérifier /'équivalence ( 3 ), il suffira de poser 

.r : ±: f ( inod n ), 

N désignant te nombre des entiers inférieurs à n, mais premiers à n. 
Corollaire 1 . L’équation indéterminée 

a.r -i- b y — /, 

est toujours résoluble en nombres entiers, non seulement lorsque les 
coellieients a, b «les deux inconnues sont premiers entre eux, mais 
aussi lorsque la valeur numérique du terme tout connu k est égale au 
plus grand commun diviseur de a, b, ou divisible par ce plus grand 
commun diviseur. Par suite, le plus grand commun diviseur de deux 
quantités entières a, b peut toujours être présenté sous la forme 


a.r -t- b Y, 


■r, y désignant encore des quantités entières. 



EXTRAIT N- 123. Il7 

(ondlaire //. — /, m , >« désignant trois nombres entiers, et m, n étant 
premiers entre eux, on peut toujours satisfaire par des valeurs entières 
de v,y à l’équation 

ni ,v — // y /. 


D'ailleurs les diverses valeurs de x propres à 
ou, ce qui revient au même, l'équivalence 


vérifier celle 


équation 


./* 


/ 

m 


( llioil " ) 


sont toujours équivalentes entre elles suivant ce module n ; en sorte 
que, I une d elles étant désignée par;, on aura généralement 

,r - i \- n z, 

z désignant une quantité entière positive ou négative. 

On déduit, aisément du théorème I relui que nous allons énoncer : 

Tin.onr.Mi: II. . Soient 

n n n 

n/i modale décomposable en den.v facteurs //,, n premiers entre eux: 
r l’un (jueleon/p/e des en tiers inférieurs à n , mais premiers à n. et 

les restes /pion obtient quand on divise r par le premier ou le second des 
deu v facteurs 

"... 

Non seulement à chaque râleur de r correspondra un seul système <h 
râleurs de r , r,, mais réciproquement, à chaque système de râleurs de 
r , r , correspondra une seule râleur de r. 

Démonstration . — D'abord i\, étant le reste de la division de/par//, 
sera complètement déterminé quand on connaîtra r, et l’on pourra en 
dire autant de /•„. De plus, à deux valeurs données de 
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correspondra une valeur de /qui devra être de chacune des formes 

'V +- »„y, 

•r, y désignant deux «j nanti tés entières. Or les deux équations 

/• „• r, h n r r, r ■ /•„ +- ,i„y 

cnlraineront la formule 


,i „r 


OU 


/t r r n t y — - r ti r r 

et les valeurs de r, propres à vérifier celle formule, seront de la forme 


- i- >>„-, 


ç désignant l’une quelconque de ees mêmes valeurs, et z une (juantité 
entière, positive ou négative. Cola posé, si l’on fait, pour abréger, 

r, -I- n,l .--•.•a, 

l’é(|ualion 


donnera 


ou, ce qui revient au même, 


'■ 'V - 

/• ... A }- /i,/!„:■ 

: A | - // v. 


Or, puis(|ue les diverses valeurs de r (jue déterminerait cette dernière 
équation, si la quantité entière ? restait arbitraire, sont, équivalentes 
entre elles suivant b* module n, il est clair qu’une seule sera positive 
et inférieure à n. Donc, à des valeurs données de /;, /;, correspondra 
une seule valeur de r, positive et inférieure il n. Si l’on étend le théo¬ 
rème Il au cas oit le module n est décomposahlc en plus de deux fac¬ 
teurs, ou obtiendra la proposition suivante : 

ïiiéonè.MK III. — Soient 


un module dcconiposable en plusieurs /acteurs 
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qui soient tous premiers entre eux ; r l’un quelconque des entiers inferieurs 
à n, et 

r,. r, r M , ... 

les restes qu'on obtient quand on divise r par l'un des facteurs 

n l% n r n , ... 

Son seulement à chaque râleur de r correspondra un seul système di 

râleurs de r , r t , r . mais réciproquement, à chaque système de râleurs 

de r, , ... correspondra une seule râleur de r. 

Démonstration. — Ku raisonnant comme dans le cas où les facteurs 
/y, n , ... se réduisent à deux, on prouvera d'abord qu’à chaque valeur 
de /• répond un seul système de valeurs de/;, /;,, r .Soit d’ail¬ 

leurs 

ié 

le produit des facteurs de n dilferenls de n , en sorte qu'on ait 

, n 

// — n n . .. » 

et. nommons r le reste de la division de r par n’. Hn vertu du théo¬ 
rème I, si les facteurs //,, // , n se réduisent à trois, on verra corres¬ 
pondre une seule valeur de r à chaipie système de valeurs de r , r , et 
une seuli* valeur de / à i liaque système de valeurs de /;, /•', par consé¬ 
quent ii eliaque système de valeurs de /;. /•, y . Ainsi l’on passe facile¬ 
ment. du cas où le nombre des facteurs de n est a au cas où ce nombre 
devient é^al à i>. Ou passera de la même manière du cas où il existe 
trois facteurs de n premiers entre eux au cas où il en existe quatre, et 
ainsi de suite. Donc le théorème III est généralement exact, quel que 
soit le nombre des facteurs premiers de n. 

Corollaire. — Le module 

n n ) n n .... 

étant décomposable en facteurs 

••• 
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qui soient premiers entre eux, nommons toujours 

/ l’un q iiclconq oc des entiers inférieurs à n , mais premiers à n ; 

r f 1*1111 (|ueleou(|ue des entiers inférieurs à /*,, mais premiers à /<,; 

r u l’un quelconque des entiers inférieurs à n u , mais premiers à «j 


et soient, en outre, 

, N le nombre des valeurs de r ; 

N, le nombre des valeurs de r t ; 
!\ le nombre des valeurs de c (J ; 


Ces systèmes de valeurs que l’on pourra former, en combinant une 

valeur de r avec une valeur de /•„, avec une valeur de r m .seront 

évidemment en nombre é^al au produit 

WA,---- 

Donc, puisqu'il chacun de ces systèmes correspond une seule valeur de 
/-, et réciproquement, un aura 

WW---- 

Il sera facile maintenant de résoudre la question que nous allons 

* 

énoncer. 

Phoiu.kmk I. - Déterminer le nombre N des entiers inférieurs à un module 
donné n et premiers ù ce module . 

Solution. — Pour résoudre aisément ce problème, il sera bon de con¬ 
sidérer successivement les divers cas qui peuvent se présenter, suivant 
que le module n est un nombre premier, ou une puissance d’un nombre 
premier, ou un nombre composé quelconque. 

Or : i° si le module n est un nombre premier, alors les entiers 

i, a. 3, « —i. n, 

non supérieurs au module n, étant tous, à l’exception de n, premiers à 
ce module, on aura évidemment 

( i o ) N -- n — i. 
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Alors aussi, la solution que fournira le théorème I, pour une équation 
indéterminée, ne différera pas de la solution donnée par M. Lihri et 
par M. Binet. 

•j." Si le module 

// — v‘ 

se réduit à une certaine puissance d’un nombre premier v, alors, parmi 
les entiers 

i, •<, 3. ..., n — i, h, 

dont le nombre est n , les uns, divisibles parv, seront le produit de v 
par b‘S entiers 

» 

', ■«, •», — 

dont le nombre est les autres, premiers à v, ou, ce <|iii revient au 
même, à //, seront évidemment en nombre égal .à la différence 



(>n aura doue 



V‘ Si le module n est un nombre entier quelconque, on pourra tou¬ 
jours le décomposer en fadeurs dont chacun se réduise il un nombre 
premier ou à une puissance d’un nombre premier. Nommons 


"r 

ces mêmes facteurs, en sorte qu’on ait 


v ( , v , v ; , ... désignant des nombres premiers distincts les uns des 
autres. Représentons d’ailleurs par 


N, le nombre des entiers inférieurs cl premiers à //, , 
\ ; le nombre des entiers inférieurs et premiers à //,, 
le nombre des entiers inférieurs et premiers à // ,. 


ib 


CF.nvres de C. — S. 1, l. VI. 
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Le corollaire du théorème III donnera 


(■•O N N ; N ;( . N /i( ..., 

puis on en conclura, eu égard à la formule (i 1i. 


N --/il i 


vJ V v.„ 


ou, ce qui revient au même, 


a lvtl) 1 «fi l 


V" 1 V” ‘ V 


* '•••(v / -i)(v„-~i)(v, / — ')•••• 


Corollaire. — Lorsque le module n se réduit au nombre a, ou plus 
généralement à une puissance 2 a de ce même nombre, la valeur de \, 
en vertu de la formule (i<>) ou (i i), se réduit à l’unité ou plus généra¬ 
lement à t' - 1 , <‘ii sorte qu’on a 

Revenons maintenant au théorème I. On peut évidemment, dans ce 
théorème et dans les formules ( 8 ), (<)), remplacer le nombre N des 
entiers inférieurs au module n, mais premiers à //, par l’une quelconque 
des valeurs de / pour lesquelles se vérifie l'équivalence 

(i.*)) fn 1 i (mo<I ft). 

Or parmi ces valeurs il en existe une, inférieure à toutes les autres, 
et qui, pour ce motif, doit être employée de préférence. D’ailleurs 
celle valeur particulière de / jouit de propriétés remarquables qui peu¬ 
vent servir il Ja faire reconnaître et calculer. Entrons à ce sujet dans 
quelques détails. 

Les nombres entiers ///, n étant supposés premiers entre eux, l’unité 
sera certainement, dans la progression géométrique 

i, /;/, ///-, ni\ 

le premier terme qui se trouve équivalent, selon le module n, à l’un 
des termes suivants. En elï’et, une équivalence de la forme 

/»' ■ m ui 


(mod «), 
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dans laquelle I et i seraient entiers et positifs, entraînera nécessaire- 
menl une autre équivalence de la forme 

i rn 1 (inoil»), 

dans laquelle l(* terme m 1 de la progression si* Irouvcrail remplacé par 
l’unité. Ajoutons que, si ni' représente la moins élevée des puissances 
entières et positives de ni, équivalentes à l’unité suivant le module //, 
le reste que l’on obtiendra en divisant par n les termes de la pro¬ 
gression 

i. m , m- , m\ ... 

formera une suit»* périodique, dans bupielle les i premiers termes seront 
différents les uns des autres. Représentons par 

i, ///', m'\ . . ., m 1 1 

ces premiers termes, domine, dans la progression dont il s’agit, deux 
termes-seront équivalents entre eux suivant le module // quand ils 
répondront à des exposants de la base ni équivalents entre eux suivant 
le module /, on aura évidemment 

///° m 1 //r ' ... i, 

m x ni 1 * 1 tn u 1 ..-///, | 

' m ' 1 i : rn 1 ' 1 tu 11 * 2 ... tu ( mod//i. 

m* 1 f/i** 1 ni u 1 ... ni 

L’exposant de la puissance à laquelle il faut élever la base m, pour 
obtenir un nombre équivalent suivant le module n à un reste donné, 
est ce qu’on nomme Y indice de ce nombre ou de ce reste, delà posé, il 
est clair que, dans les formules (i(’>), les indices correspondants au 
reste i seront représentés par les exposants 

<>, i, ii . 

les indices correspondants au reste ni' par les exposants 

I , l'-H, ! i i- I, .... 
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1 rs indices correspondants ail reste ni" par les exposants 


a, i l a, 

enlin les indices correspondants au reste m u ~ x) par les exposants 

/ - I , \ l - I y 3/ I , .... 

Doue, puisque les restes 

I, in', lu", ///''■' O 

seront tous inégaux entre eux, les seuls indices positifs de l’unité 
seront les divers multiples de i, et. le plus petit de ces indices ou le 
nombre / montrera combien la suite périodique dos restes, indéfini¬ 
ment prolongée, renferme de restes différents. L’étendue de la période 
formée avec ces restes 

i, 

se trouvera donc indiquée par le plus petit des indices de l’unité, a ti¬ 
que I nous donnerons, pour celte raison, le nom (V indicateur. Cela posé, 
ou pourra évidemment énoncer la proposition suivante : 

l’iir.oitr.MK IV. — ///, n désignant deux nombres entiers , et ni étant pre- 
ndet à n . les seules /laissanées entières et positives de rn (/ai seront éqaiva- 
fentes à l'unité , suivant te modale n, seront relies (/ai offriront pour expo¬ 
sants l'indicateur i correspondant à la hase ni et ses divers multiples. 

Un déduit immédiatement du théorème IV celui que nous allons 
énoncer : 

Il i ko n km i: V. Si le modale n est dècomposable en divers facteurs n . 
n u , .... en sorte qu'on ait 

n . — n t n . . . 

et si. la base ni étant an nombre premier à n, on nomme 

/ , / ,, 

les indicateurs correspondants aux modules 


• • y 
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!'indicateur i, carres pondant au module n, sera le plus petit nornbrv entier 
(pii soit divisible par chacun des indicateurs i], i u . 

Démonstration. — En effet, l'indicateur/ correspondant au module n 
sera la pins petite des valeurs de i 'pour lesquelles se vérifiera la formule 

né i i (nioil n). 

D’ailleurs, n étant égal au produit des faeteurs //,, n,, .relie for¬ 

mule entraînera les suivantes : 

nt' [ (inntl//,), né i (inod// ), .... 


Done, en vertu du théorème précédent, i devra être a la fois un des 

multiples de n t , un des multiples de n u .Done la valeur cherchée 

de / sera la plus petite de celles qui seront à la fois divisildcs par n r 


par n . 

L’indicateur /, correspondant à un module donné //, varie générale¬ 
ment avec la hase //i; mais celle variation s’eHèctue suivant certaines 
lois, et l’on peut énoncer à ce sujet les propositions suivantes: 


Tin.onr.Mi: Vf. — Si la base m est décomposable en deux facteurs 


m . ni . 

auxquels correspondent des indicateurs 

i . / . 

premiers entre eux, dans le cas où le nombre n est pris pour module, on 
aura, non seulement 

m ni m , 

mais encore, en désignant par i l'indicateur correspondant à la base m et 
au module n. 


Démonstration . — 
mule 

de laquelle on tirera 


L'indicateur i relatif à la 


base m vérifiera 


néx. i (moil«). 


né' x i . ni ' 1 : I. 


la for- 
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et, généralement, si l’on désigne par j lin multiple quelconque de /, 
(\~) mi i (mod//) 

ou, ce (|ui revient au même, 

11S ) mi mi — i ( mod //). 

D’autre part, les indicateurs /, /„, relatifs aux hases m , ///„, vérifieront 
les équivalences 

( i () ) ///'■ ■ I, ///'" I ( 1110(1 // ) ; 

et il sulïira (jue / ( divise j pour que la première des formules (19) en¬ 
traîne réijuivalenee 

m' 1 ( mod//), 

par conséquent, eu égard à la formule (18), l'équivalence 

i (mod//), 

(|ui suppose (ro/He théorème IV) j divisible par /„. Ainsi, de ce que le 
nomhre / vérifie l’équivalence 

///': 1 (mod//). 

il résulte que tout multiple de /, divisible par/, sera en même temps 
divisible par//, en sorti* que /, divisera nécessairement le produit //, et 
par suite le nombre /, si /, /, sont premiers entre eux. Mais alors /, 
divisible par/, devra l’être pareillement et, pour la même raison, par/,,. 
Donc, si /, /, sont premiers entre eux, tout nombre /, propre à vérifier 
l'équivalence 

m':- 1 (mod//), 

sera divisible par le produit /,/,, et l’indicateur correspondant à la 
base ///, ou la plus petite des valeurs de i pour lesquelles on aura 

///' . 1 (mod//), 

devra se réduire à ce produit. 
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Tii ko n kmk Vil. — Soient 

les indicateurs correspondants à dett.v bases diverses 

rn„ '".n 

mais à un même module n. Le plus grand commun diviseur m des indica¬ 
teurs i t , /, pourra être décomposé, souvent même de plusieurs manières, t ri 
deux facteurs u, v tellement choisis, que les rapports 

» 

n r 

soient des nombres premiers entre eux, et, si l'on pose alors 

ni — ni" m' J , 

l'indicateur i, relatif à la base ni, sera le plus petit nombre entier que puis¬ 
sent diviser simultanément les indicateurs 

Démonstration. — Concevons que le plus f'raud commun diviseur <•> 
de i,, i, soil décomposé on fadeurs 

.*• '/. 

dont chacun représente un nombre premier, ou une puissance d’un 
nombre premier. Deux produits 

», V. 

formés avec ces mêmes facteurs, de manière que l’on ail 

// T f t) y 

fourniront, pour les rapports 

‘i 

~ i f 

U 

des nombres premiers entre eux, si l’on fait concourir chaque facteur, 
par exemple le facteur a, à la formation du produit //, quand % est pre¬ 
mier à - ; du produit e, quand y. est premier à ; enfin du produit u ou 
du produit e indifféremment, quand a est premier à chacun des deux 
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— > 

y. y. 


Los deux produits //, e étant formés, comme on vient de le dire, pour 
déduire le théorème VII du théorème VI, il suffit d’observer que, 


étant les indicateurs relatifs aux hases 


m„ ni 

les nombres entiers 

~ ) 

U 


seront les indicateurs relatifs aux bases 


m” , ///*', 

et (|ue, ces indicateurs étant premiers entre eux, la base ni déterminée 
par la formule 

m m" ni v 

I h 

devra correspondre à l’indicateur 

/ - ù L - 'J*. 

n r ( t ) 


Or cette dernière valeur < sera précisément le plus petit nombre entier 
que puissent diviser simultanément les indicateurs i\, 

ComUairr l. — Pour montrer une application du théorème VII, con¬ 
sidérons en particulier le cas où l’on aurait 


Comme 


« 78, 

5 l et -Mf 


seront les puissances les moins élevées des nombres > et 29, qui, divi¬ 
sées par le module 78, donneront pour reste l’unité, on aura nécessai- 
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muent 
et, par suite, 


// —. i. c - », 


attendu que, des deux rapports 




le second seul sera premier au facteur 2 de <•>. Cela posé, pour obtenir 
une base//?, correspondante à l’indicateur 

/ : - Îj-Li. ~ I !, 

il suffira de prendre 

m — /)>" nC : - j. îçp ; 

et, puisque 

: 71 • • --7 ( 1110(1 7S). 

il sultira de prendre 

m 71. 

Klïéelivement, 7 1 12 est la première puissance de 7 1 qui,divisée par 7H, 
donne pour reste l’unité. 

Corollaire II. — Ktant données deux bases 


m • ///„, 

«pii correspondent à deux indicateurs différents 
011 peut toujours trouver une troisième base 

m 

qui corresponde à l’indicateur i représenté par le plus polit des nombres 
qui divisent «à la fois les deux indicateurs donnés. 

Corvf/aire III. — Soient 

/",, »t u , /»„ 

trois bases différentes, et 


OEuvres de C. — S. I. t. \ I. 
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les i iid ica tours qui oorrospomlont à ces trois bases, mais à un soûl et 
môme module //. Si l’on noinmo /"' le plus petit nombre que diviseront 
simultanément /„ et /’,, le plus petit nombre i que pourront diviser 
simultanément t\ et /' sera en même temps le plus petit des nombres 
divisibles par chacun des trois facteurs 

'/» <>„■ 

D’ailleurs, à l’aide du théorème VII, on pourra trouver, non seulement 
une base ni correspondante à l’indicateur mais encore une base/// 
correspondante à l’indicateur i. Donc, étant données trois bases diffé¬ 
rentes avec, un seul module, on peut toujours trouver une nouvelle 
hase qui corresponde à l'indicateur représenté par b* plus petit des 
nombres (pu* divisent les trois indicateurs correspondants aux trois 
bases données. Kn appliquant un raisonnement semblable au cas où 
l’on donnerait quatre ou cinq bases au lieu de trois, on obtiendra pjéné- 
ralemenl la proposition suivante: 

Tiikoiik.uk VIII. Etant, données plusieurs hases différentes 

m r /// , m , . . ., 

avec un seul module n. on peut toujours trouver une nouvelle hase (pii cor¬ 
responde éi l'indicateur représenté par le plus petit des nombres ipie divisent 
a la fois les indicateurs correspondants au v hases données. 

Corollaire. Si le système des bases données 

m r m , . . . 

comprend tous les entiers inferieurs au module donné n et premiers ii 
ce module, les indicateurs 

relatifs à e(*s mêmes bases, seront tous ceux qui peuvent correspondre 
au module n. Lola posé, on doit conclure du théorème VIII que tous 
les indicateurs correspondants à un module donné divisent un même 
nombre qui coïncide avec l’un de ces indicateurs. Il est d’ailleurs évi- 
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dent que ce dernier doit être le plus grand de tous les indicateurs, ou 
celui qu’on peut appeler Y indicateur maximum. Nommons I cet indi¬ 
cateur maximum, bit» vertu de la remarque précédente et du théo¬ 
rème IV, l’équivalence 

( •><>) ///' i ( inod // ) 

se trouvera vérifiée toutes les fois que le nombre m sera premier au 
module//; et, dans cette supposition, on résoudra en nombres entiers 
l’équation 

n) ./• JL: n v Js /, 

(Mi prenant 

( > I ) . t ' : ni 1 1 /. 

Il nous reste ii déterminer, pour chaque module //, l’indicateur maxi¬ 
mum I. Celle détermination de l’indicateur maximum se trouve inti¬ 
mement liée à la recherche des valeurs correspondantes de la hase ///, 
valeurs que nous appellerons racines primitives du module //, en géné¬ 
ralisant une définition admise par les géomètres pour le cas où ce 
module est la première puissance ou même une puissance quelconque 
d’un nombre premier impair. D’ailleurs la détermination dont il s’agit 
se déduit aisément des propositions déjà établies, jointes à quelques 
autres théorèmes que nous allons énoncer. 

Tiikoiu'.mk IX. — Soient n un nombre premier, et X une fonction entière 
de r, dans iaf/ueUe les coefficients numéni/ucs des diverses puissances de x 
se réduisent à des nombres entiers. Si l’on nomme r une racine de l'cipu- 
e alenee 

(’>:>.) X <> (inod//), 

et X, un second polynôme semblable au polynôme X, mais du degré immé¬ 
diatement inférieur, on pourra choisir ce second polynôme de manière <pic 
l’on ait, pour toute valeur entière de x, 

(•»3) X:^ (.r-■-/•) \, (inod//). 

Démonstration. — Kn effet, soit H ce que devient X pour x — r. ha 



132 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


différence X -- H sera divisible algébriquement par x — r, et le quo¬ 
tient sera un polynôme X, semblable au polynôme X, mais du degré 
immédiatement inférieur. Comme on aura d’ailleurs identiquement 


et de plus 


X — U — ( j? — 

lt = o (mod/t), 


on en eonelura, en attribuant à .r une valeur entière quelconque, 

\ (./• — /•) \ ( ( 1110(1 n). 

('orollairr I. — lin vertu de la formule (- 23 ), l’équivalence (22}, 
réduite à 

(./• - /•) \, : o ( mot! 11 ), 


se décomposera en deux autres, savoir : 

(:<.'() ./• -/•:—(>, \ t EL- O ( 1110(1 II). 

Il est d’ailleurs aisé de voir que le coefficient de la plus haute puis¬ 
sance de x restera le même dans les deux polynômes X. X,. Cela posé, 
concevons que, ce coefficient étant premier au module //, la racine r se 
réduise .il l’un des entiers inférieurs à ce module, et nommons 


les diverses racines de l'équivalence (22), représentées par divers 
entiers inférieurs à n. Une racine r, distincte de r, ne pouvant vérifier 
la première des formules ( 2/j ), vérifiera nécessairement la seconde. Si 
d’ailleurs le polynôme X est du premier degré ou de la forme ax -+- b, 
<t étant premier à n , on aura 


X 




et, la seconde des formules (ai) ne pouvant être vérifiée, l’équation (2 U 
n’admettra point de racine distincte de r et inférieure à n. Si le poly¬ 
nôme X est du second degré, alors, le polynôme X étant du premier 
degré, la seconde des formules (2/1) admettra une seule racine infé¬ 
rieure à n, et par suite l’équation (22) admettra au plus deux racines 
distinctes inférieures à n. Kn continuant ainsi à faire croître le degré 
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du polynôme X, on déduira évidemment des formules (aj) la proposi¬ 
tion suivante : 

Tiiêonème X. — Soient a un nombre premier, et X une fonction entière 
de .r, dans laquelle les coefficients numériques des diverses puissances de r 
se réduisent à des nombres entiers, le coefficient de la puissance la plus éle¬ 
vée étant premier au module, n. Le degré du polynôme X ne pourra être 
surpassé par le nombre des racines distinctes et inférieures à n qui vérifieront 
/'équivalence 

X n i moi! //). 

Corollaire 1 . — Le module n étant un nombre premier, et I étant 
l'indicateur maximum relatif à ci* module, chacun des nombres 

i, >, 3, - 

inférieurs et premiers au module //, représentera une valeur de m 
propre à vérifier la formule ( ao) et sera par conséquent une racine de 
l'équivalence 

./ 1 — i . o i mod n ). 

Donc, en vertu du théorème X, l’indicateur maximum 1 ne pourra être 
inférieur au nombre des entiers 

i, •>, .... n i , 

c’est-à-dire au nombre 

N // i ; 

et puisque, en vertu du théorème IV, joint au théorème de Tonnai, 
I devra diviser ce même nombre, on aura nécessairement 

(•}.■>) I \ n — i. 

Corollaire II. — La formule (a.">) s’étend au cas même où Tou aurait 

» >, 

et par suite 

I N i. 

Supposons maintenant que le module n. cesse d’étre un nombre pre¬ 
mier; alors on établira facilement les propositions suivantes. 
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Tiikohkmk XI. - v riant un module quelconque, i un nombre entier, 
r une quantité entière qui vérifie iéquivalence 

(°A) ) -r i ( inod v), 

et z le quotient de .v — i par'), l’équation 

,r __ i -h v ; 

entraînera /’équivalence 

C>~ ) i -i- 'jiz (moilv 2 ). 

Démonstration. — Kn elfel, dans le développement de 

■ (i 4 * v;)', 

Ions les lennes, à l’exception des deux premiers, seront divisibles 
par v*. 

Corollaire /. Si r ou / sont divisibles par v, la formule ( ■?.") se ré¬ 
duira simplement à la suivante : 

( i (inoilv 5 ), 

.Mais cette réduction ne pourra plus s'effectuer si r et i sont pre¬ 
miers à v. 

Corollaire II. Si i est premier à v, la valeur de .r lburni( i par l’é¬ 
quation 

■ e -z I U- 'J Z 

ne pourra vérifier la formule (28), à moins (jue ^ ne devienne divisible 
parv, c’est-à-dire à moins que l’on n’ait 

{ .<<)) ,r 1 (inodv 2 ). 

Corollaire III. Supposons que v devienne un nombre premier, et 
que la quantité entière.r soit équivalente à l’unité suivant le module v, 
mais non suivant le module v 2 , en sorte que r vérifie la condition (26), 
sans vérilier la condition (->.<)): on 11e pourra satisfaire ii l'équiva¬ 
lence (28) qu’en attribuant à l’exposant i une valeur divisible par v. 
Donc, parmi les puissances de .r qui deviendront équivalentes à l’unité 
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suivant le module v-, la moins élevée sera En d’autres termes, 
y sera l’indicateur correspondant au module 


tant que c restera premier à v. 

Corollaire IV. — Si, le module v étant un nombre premier, la quantité 


t ) 'J Z 

devient positive et inférieure à v-’, elle ne pourra être qu’un terme de 
la progression arithmétique 

(■’><>) I, I + V, I I- '• V, .... I | (V I IV. 

Or, comme le premier terme de celte progression vérifie seul la for¬ 
mule (a<)), il résulte du corollaire précédent que l’indicateur corres¬ 
pondant à l’un quelconque des autres termes et au module v 2 sera le 
nombre premier v. 

Corollaire I'. Si, dans les formules (:■>(>), ('iS), on rem¬ 

place -r par ', r et y désignant, deux nombres entiers premiers à v. 
ces formules deviendront 

./ : V ( IIIOil V ), 

(ii ) /■' .y' ( inodv 2 ), 

^ .r y (inodv 2 ). 


Donc, lorsque / sera premier à v, non seulement les formules ( vîfi > et 
(28) entraîneront la formule 29), mais de plus les deux premières 
des formules ( ii) entraîneront la troisième, d’où il résulte qu’elles ne 
pourront subsister en même temps, si .r, v sont tous deux positifs et 
inférieurs à v 2 . 

Comllaire VL — v étant un nombre premier, /■ une racine primitive 
de v, et .r l’une des quantités entières qui vérifient la formule 


(, 3> » 


' =r.i /■ (mod v ), 


r 
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nommons i l'indicateur correspondant à la base ret au module 


On aura 
par conséquent 


n v 2 . 

x‘-~i (modv 2 ), 
x' i (modv); 


H. comme la formule ( 3 a) donnera 


on aura encore 


/■' (modv), 
/':-i (modv). 


Donc, en vertu du théorème IV, «sera, ou le nombre v — i qui repré¬ 
sente l’indicateur correspondant au module v et à la racine primitive r , 
ou un multiple de ce nombre. Mais, d’autre part, l’indicateur / devra 
diviser le nombre N des entiers inférieurs et premiers à v 2 , savoir le 
produit 

N ----- v (v — i). 


Or, v étant premier, les seuls multiples de v — i qui diviseront ce pro¬ 
duit seront 

v -1 (O N. 


Donc, dans l’hypothèse admise, on aura 

i v - i ou i -- N v ( v — i ). 

Observons maintenant que, parmi les valeurs de ,r propres à vérifier 
la formule ( 3 a), celles qui seront positives et inférieures à v 2 se rédui¬ 
ront aux termes de la progression arithmétique 

(33) /-, / H-v, r h .? v, /• -h (v — i)v. 

et qu’on vertu «lu corollaire précédent, si l’on désigne par .r, v «huix 
do ces termes, 1 ’é<| lia lion 

x' y' (modv 2 ) 

ne pourra subsister, quand / sera premier à v. Donc la valeur v — i de 
l’indicateur / ne pourra correspondre qu’à un seul des tonnes de la 
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progression (33), et, pour chacun des autres termes, on aura nécessai¬ 
rement i = N. 

Corollaire VII. — Le module 

X — V 2 

étant le carré d’un nombre premier v, un seul terme de la progres¬ 
sion (33) peut représenter une racine de l’équation 

(T'i) .r y -‘ïïz£i ( 1110(1 v*). 

Pour chacun des autres, l’indicateur i acquiert la plus grande valeur N 
qu’il puisse atteindre, puisqu’il doit diviser N. Donc tous les termes 
de la progression (33), qui ne vérifient pas la condition (3'i), sont des 
racines primitives de v 2 , et l’indicateur maximum I relatif au module 
v 2 est 

( 15 ) I — N V ( V — l ). 

Corollaire VIII. — La formule (3>) s’étend au cas même où l’on 
aurait 

v n v 5 - \ 

et, par suite, 

N — •?.. 

On a donc, en prenant !\ pour module, 

I N ■>.. 

Alors aussi l’on obtient une seule racine primitive r inférieure à / j, 
savoir 

/■ 3. 

Ti n : .o n km K XII. — v > i étant un nombre premier et r une f/uanlilé 
entière qui vérifie l'équivalence 

.r s i (modv). 

si l’on représente par n la puissance la plus élevée de v qui divise la diffé¬ 
rence 

e — I, 

OF.uvre* de C. — S. I, t. VI. 1 ,S 
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te produit /iv représentera la puissance la plus élevée de v qui divisera la 
différence 

n' — i, 

à moins que Von n ait 

x ~v = 2. 

Démonstration. — Nommons z le quotient de r — i par n. On aura 

r — i H- nz, 

z étant, par hypothèse, premier à v. Or, dans le développement do 

J7 V —(i -h „z)\ 

les termes extrêmes seront 

i, n'z', 

<‘l tous les autres seront évidemment divisibles par le produit /iv. 
D’ailleurs, v étant facteur de n , le ternie 

/t v ; v ~ //./t v 'z'' 

sera lui-même divisible par le produit nv. Doue ce produit divisera la 
différence 

,r v - I. 

Il y a plus, v étant un facteur de n, v 2 sera un facteur de td à moins 
que l’on n’ait. 

(3C>) n v • - a ; 

et par suite, si la condition (30) n’est pas remplie, tous les termes qui 
suivront les deux premiers dans le développement de 

( i -t- n z y 

seront divisibles ou par n 2 v ou au moins par «v 2 . On aura donc alors 

,c v =Hi + /iv; (mod/iv*). 

Donc. - étant premier à v, le produit «v sera lu puissance la plus éle¬ 
vée de v qui divise la différence 

a v — i. 
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Corollaire I. — Si, dans le théorème XII, on remplace successive¬ 
ment x par .r\ puis par.r v \ on en conclura que, dans l’hypothèse 
admise, les puissances les plus élevées de v, propres à diviser les dif¬ 
férences 

• rV —,, ^'-i. ~i, .... 

seront respect!vement 

irj, /iv*, «v*, .... 

On doit toujours excepter le cas où l’on aurait // = v = 

Corollaire II. — tën remplaçant dans le corollaire précédent r par 
on obtiendra une proposition dont voici l’énoncé : Si, v > i étant un 
nombre premier, on représente par n la plus élevée des puissances de / 
qui divisent 

-1, 

alors les puissances les plus élevées de v, qui diviseront les dilférenrcs 

j"' v — i, .r' v i. i. 

seront respectivement 

HJ. nv-, n'j\ .... 

à moins que l’on n’ait n — v = ?.. 

Corollaire III. — v étant un nombre premier impair, et / une racine 
primitive de v 2 , la différence 


sera divisible une seule fois parv. Donc, en vertu du corollaire II, les 
puissances les plus élevées de v qui diviseront les différences 

/•V(v-l) - , ( ,.V(V l)_ lf ,.V*(V I ) ... - | f ... 


seront respectivement 
Donc 


V-, 


/•v*(v-l) 


sera le premier des termes de la suite 

(3_) /•V(V-D J ;.V , (V-0 J 
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qui seront équivalents à l’unité, suivant le module v a . D’autre part, si 
l’on nomme i l’indicateur correspondant «à la hase ret au module v'\ on 
aura 

/' — i (modv 0 ) 


et, à plus forte raison, 


r'~i (modv); 


d’où il résulte que i devra être un multiple de l’indicateur v — i cor¬ 
respondant à la hase r et au module v. Donc i, qui devra en outre divi¬ 
ser le produit 

N = v° (v — i), 

représentera l’exposant de r dans le premier des termes de la suite (^ 7 ) 
qui seront équivalents à l’unité suivant le module v a . O 11 aura donc 
nécessairement 

i'~ N 7 - v v 1 (y — 1 ). 


Cette dernière valeur <1 e i étant la plus grande que puisse acquérir un 
indicateur relatif au module v a , nous devons conclure, des observations 
précédentes, qu'une racine primitive /de v 2 sera en même temps une 
racine primitive de v a , et que, dans le cas où le module 


n — v» 


se réduit à une puissance d’un nombre premier impair, l’indicateur 
maximum I est déterminé par la formule 

( 3S ) | N — V a_l ( V — T ). 

Corollaire IV. — Considérons en particulier le cas où l’on aurait 


n ~ v 




et supposons en conséquence la différence 

r — r 

divisible une seule fois par le module 2 . La différence 

.t 1 —1 —(x —i)(.r-M) 

sera composée de deux facteurs x — 1 , x + r, divisibles l’un par 2 , 
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l’autre par f\. Elle sera donc divisible au moins par le nombre H, c’est- 
à-dire par le cube de 2. Cela posé, nommons n la plus haute puissance 
de 2 qui divisera a 2 — 1. En vertu du corollaire II, les puissances les 
plus élevées de 2 qui diviseront les différences 

•C 5 '— I, i ; ’ I, ... 

seront respectivement 

:}//, .... 

Donc, si a surpasse 2, le premier terme de la suite 

r 1 ,.!« .ï’ 

y ' l > J • * • 

qui deviendra équivalent à l’unité suivant le module 2 a sera 


la valeur de i étant 

(%) 


D’autre part, l’indicateur correspondant à la base r, et au module 
devra être un diviseur de 

N ... 


Il se trouvera donc compris dans la suite 


et 11e pourra être que la valeur précédente de i. Celte même valeur 
deviendra le plus grande possible lorsque le nombre n se réduira sim¬ 
plement à (S, ce qui arrivera si l’on prend 


puisque l’on a 
Par conséquent. 


æ ~ 3 ou ./• — 5, 


V— 1 = 8 cl 5 *— 1 — 3 . 8 . 


(io) 


I i N ~ a»' 


2 


sera l’indicateur maximum relatif* au module 
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La formula ( \o) s’étend an cas même où l’on aurait a — i, et donne 
alors, comme on devait s’y attendre, 

I - J N -, 

A l’aide des diverses propositions que nous venons de rappeler et 
qui pour la plupart étaient déjà connues [voir les Recherches arithme- 
tu/iies de M. (lausset le ( anon arithmeticus de M. Jacobi), il nous sera 
maintenant facile de résoudre la question suivante : 

PuoiuT.mi. II. Trouver T indicateur maximum I correspondant à un 
module donne n . 


Solution. - Pour résoudre ce problème, il faut considérer successi¬ 
vement les divers cas qui peuvent se présenter, suivant que le module n 
est un nombre premier ou une puissance d’un tel nombre, ou un nombre 
composé. 

Si le module n est un nombre premier v, ou une puissance d’un 
nombre premier impair, ou l’une des deux premières puissances de a, 
alors, en nommant N le nombre des entiers inférieurs à n , et premiers 
ii n, on aura généralement, d’après ce qui a été dit ci-dessus, 


I 



et en particulier, si n se réduit à a ou à j. 


I N \ n. 


Si le module n est une puissance de 2, supérieure à la seconde, on 
aura simplement 

I J N - [o. 


Linti 11, si le module 
composer en facteurs 


n est un nombre quelconque, on pourra le dé 

//, fi, . . . , 


dont ebaeun soit un nombre premier ou une puissance d’un nombre 
premier. Soient alors 


I. !.. 
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I V:t 

les indicateurs maxirna correspondants aux modules 

n i n . 

Kn vertu des théorèmes III et V, une hase donnée r sera une racine 
primitive de n , si celle hase, divisée successivement par chacun des 
nombres //, n ti , .... fournit pour restes des racines primitives de ces 
mêmes nombres, et I sera le plus petit nombre entier divisible à In 
fois par chacun des indicateurs 

I,. I,, 

ha solution du problème précédent fournit, pour la résolution des 
équivalences du premier degré, une règle très simple, qui se réduit à 
la règle donnée par M. Libri et par > 1 . Binet, dans le cas particulier où 
le module est un nombre premier. La nouvelle règle, d'après ce que 
nous a dit M. Poinsof, coïncide, au moins lorsque le module est pair, 
avec celle que lui-même avait indiquée dans la Note manuscrite remise 
à M. Legendre. Appliquée au cas où l’on prend pour module un nombre 
composé, elle n’exige pas, comme les méthodes présentées par .M. I.ibri 
et M. Binet, la décomposition de ce module en facteurs premiers, et ce 
qu'il y a de remarquable, c’est qu’alors l’application devient d’autant 
plus facile que le module est un nombre plus composé. Montrons la 
vérité de cette assertion par quelques exemples. 

Pour que toute équation indéterminée à deux inconnues puisse être 
résolue immédiatement à la seule inspection des coefficients de ces 
inconnues, dans le cas où l’un des coefficients ne surpasse pas 1000, il 
suffit que l’on construise un Tableau qui, pour tout module renfermé 
entre jes limites i et mon, fournisse l'indicateur correspondant à ce 
module. Or, à l’aide de ce Tableau, dont la construction est facile 
[ roir la solution du problème II , et dont une partie se trouve à la suite 
«le ce Mémoire (page i |j), on reconnaît que l’indicateur j correspond 
aux modules 

•L ». r >, 12, ? T 

Donc, pour chacun de ces modules, l’inverse d'un nombre donné est 
équivalent à ce nombre même. 
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Ainsi, en particulier, l’inverse du nombre r9 suivant le module a/§ 
est équivalent à 19. En d’aulres tenues, 19 est une des valeurs entières 
de ,r qui vérilienl ré(]uation indéterminée 

i(».r — '>.\ y — 1. 

Effectivement, le carré do 19 ou 3 (ii, divisé par i\ j, donne 1 pour 
reste. 

De ce que l'indicateur f\ correspond aux modules 

5 , 10 , I >, l(), >.n f ', 0 , |H y *><>, Ho, I‘><>, 


il résulte immédiatement que, pour chacun de ces modules, l'inverse 
d'un nombre donné est équivalent au cube de ce même nombre. Ainsi, 
en particulier, l'inverse du nombre (>7 suivant le module 120 est équi¬ 
valent au cube de O7, par conséquent au produit de C7 par '19, ou 
à /| 3 . En d’aulres termes, |3 est une des valeurs de r «|ui vérilier.t l'é¬ 
quation 


Effectivement, 


<)-./• i>o >• 1. 

<’>7 X .'|3 m 88 i î 'i X i '.<o - 4 - 1 . 


De ce que l’indicateur (’> correspond aux modules 

7. <i. 1 |S, mi, mS, .{<>, i m, ')<>, (i.{, 8'|, i(»8, r»o',, 

il résulte immédiatement que, pour chacun de ces modules, l’inverse 
d’un nombre donné est équivalent à la cinquième puissance de ce 
nombre. Ainsi, en particulier, l’inverse du nombre 17 sera équivalent, 
suivant le module h» à 

'7 a ' i'<) s: '7> 

par consé(|uent i» 89. Eu d’autres termes, 89 est une valeur de .r propre 
ii vérilier l'équation indéterminée 


Effectivement, 


! 7 r iOq > I . 

1 7 X ,vi : ) 1 '* 1 ' X 5 o | f 1, 


Comme, dans la méthode ci-dessus exposée» la valeur de r est tou- 
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jours exprimée par une puissance connue du nombre donné, le calcul 
pourra s’exécuter commodément, à l’aide des Tables de logarithmes, 
mémo quand l’indicateur sera composé de plusieurs chiffres. 

Taiilkai' pour la détermination de l'indicateur tua.rimu/n I correspondant 

à un module donné //. 


//. ! 

t 

i 

1. 

n. 
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fi 
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, pour fixer les 

i liées, 

que, 

li* nombre donné 

rl;m( 

ou 

emande 

un 

autre nombre « 
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l’inve 

rse du premier. 

su i va fi 1 
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i<p. L’indicateur 

étant i 
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é^al à 

ifi, b; nombre 
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3 *J U — ( 'U ') *• 

D’ailleurs les sept premiers chiffres de la valeur approchée de ></\ dé¬ 
terminés à l’aide des Tables de logarithmes, sont ceux que présente le 
nombre 

>o5 1 i f 5, 


Œuvres de C. — S. I t t. VI. 
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attendu que l’on a 

■> logwj — -,'U 19900. 

De plus, le dernier eliilire de 2<y', comme celui de <)’, sera néeessaire- 
menl <j. On aura donc par suite 

:>>y ><)'> I I I \<) l-.’> : . - 11) ( 1110(1 KJ’.). 

•><(' ' —i<)' ( inod 19 ( ) ; 

puis, en se servant de nouveau des Tables de logarithmes, 

(i) 1 ' <>N.">(( :— r h) ■: .1! (inod 19a). 

Doue, 2|)' ‘ et VJ seront deux valeurs de ,v propres à vérifier la formule 

>\) r - 1 () >. >' 1. 

KHéctivcment, 

Mj. r>.5 1 r>,)- , s. 1 () >, fi. 

.Nous exposerons dans un autre Article la méthode par laquelle on 
peut trouver facilement les valeurs entières, milles ou positives, de 
plusieurs inconnues liées entre elles par des équations indéterminées 
du premier de^ré. 


M I • 


Anai.ysk matiu matioi i:. I{<//>/><)f l sur un Mémoire de M. Rrocli, re/ati / 

à une certaine classe dinte^ra/es. 

\\. , [. \ il, p. 847 ( 10 mai 18 \ i ). 


I«es géomètres connaissent les beaux travaux d’Abel et de M. Jacoln 
sur la théorie des transcendantes elliptiques. On sait que d’impor¬ 
tants «Mémoires, relatifs à cette théorie, ont été composés par Abel, 
dans l’année iHa(‘> et les deux suivantes, que plusieurs de ces Mémoires 
ont été publiés dès cette époque, même dès l’année 182(1, dans \e Jour- 
nal seienti/ù/ur de M. («relie; que l’un d’eux en particulier a été 
approuvé par l’Académie en iHaq, sur le Rapport d’une Commission 
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dont M. Legendre faisait partie, puis ronronné par l’Institut en i8'h>, 
et que la valeur du prix fut remise à la mère d'Abel. Ko elfet, eet 
illustre Norwégien, qu’un projet de mariage avait déterminé à entre¬ 
prendre un voyage au plus fort de l'hiver, était malheureusement 
tombé malade vers le milieu «le janvier iS;><>, et, malgré les soins «pii 
lui furent prodigués par la famille <h‘ sa tianeée, il était mort d'une 
phthisie, le (i avril, alité depuis trois mois. 

L’est eneore aujourd'hui pour les travaux d’un jeune Norwégien. 
d’un compatriote d'Abel, <|tie nous avons à réclamer un moment d’at¬ 
tention de la part de l’Académie, la* Mémoire de M. Broch a pour objet 
une certaine classe d’intégrales «pii comprennent, conime cas parti¬ 
culier, les transcendantes ellipti«pies. Os intégrais sont celles dont 
la dérivée peut être considéré»* comme l«* produit d’une certaine puis¬ 
sance entière de la variahb* r par deux facteurs, «lotit h* premier <*sl 
une fonction rationnelle d une autre puissaiwe «‘litière .i / ’d«‘.e, et le 
s«'cnn<l une racine «juelcomjue d'une semblable fonction. Les mêmes 
intégrales forment une classe particulière «le trans«*endantes, «pii sc 
réduisent aux fonctions «dlipt'upics, lorsipie, le radical étant du second 
«legré, le polynôme renfermé sous le radical est du ipiatrième degré. 

Dans le premier Chapitre «le son Mémoire, M. Bm«*h s’occupe d«* la 
sommation des Iranscemlantes en «pieslion, considérées «‘omme lom*- 
tions de la variable v, ou plutôt «l«* la sommation des valeurs «pu* 
p»*ut aopiérir une semhlahb* fonction pour des vahmrs divciws «le la 
variahb’. Il établit plusieurs théorimics «lignes de remanpie; et prouve, 
par exemple, «ju«‘ la somme des diverses valeurs «le la fonction, cor¬ 
respondantes aux «liverses racines «l’une crrtaiim é«piation algéhri«pie. 
peut être exprimée à l’ahh* d'uni’ fonction algéhritpie et Iogarithmi«pi«* 
«h’S <|riantilés «pie renferme l’é«pialion dont il s’agit. Il montre ensuite 
l<‘ parti «ju’on peut tim* «le < «’ théorème et «le qtudques autres pour la 
réduction «le la nouv«*lle espèce de transcendantes. 

Dans les <l«*rni«‘i*s Chapitres < 1 «* son .Mémoire, M. Broch fait v«*ir 
«pi’une transcendante quelconque de la form<‘ in«li«piée p«*ut toujours 
être exprimée à l abié d’un certain nombre «!«• fonctions plus simples 
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il»; la même forme, et d’une fonction algébrique et logarithmique de la 
variable x. Les fonctions irréductibles entre elles constituent alors, 
comme dans la théorie des fonctions elliptiques, diverses classes de 
transcendantes. Quand le nombre de ces fonctions irréductibles se 
réduit à zéro, l’intégration s'effectue complètement, «à l’aide de fonc¬ 
tions algébriques et logarithmiques. Dans tout autre cas elle est impos¬ 
sible. D’ailleurs, comme on devait s’y attendre, les cas où l’intégration 
s’effectue restent les mêmes, soit qu’on les déduise des théorèmes 
énoncés dans la première Partie du Mémoire, ou de la méthode de 
réduction indiquée dans la seconde. 

Nous devons observer ici : i°que les théorèmes énoncés parM. Broch 
s’accordent, dans des cas particuliers, avec ceux que renferment divers 
Mémoires d’Abel; 2° que M. Broch avait déjà traité, dans le Journal de 
M. (\telle . le cas où l’exposant p se réduit à l’unité; 3 ° qu’un Mémoire 
de deux pages, publié dans le premier Volume des Œuvres d’Abel, con¬ 
tient les bases d’une théorie qui pourrait s’appliquer aux transcen¬ 
dantes considérées par M. Broch; 4 ° que ces mêmes transcendantes se 
trouvent aussi considérées dans le Mémoire d’Ahel qui a remporté le 
prix, mais que M. Broch n’a pu connaître, puisqu’il n’est pas encore 
publié. 

Avant de terminer ce Rapport où nous avons eu souvent à rappeler 
les travaux d’Abel, il nous parait convenable de détruire une erreur 
assez généralement répandue. On a supposé qu’Abel était mort dans 
la misère, et cette supposition est devenue l’occasion de violentes 
attaques dirigées contre les savants de la Suède et des autres parties 
«le l’Kurope. Nous aimons à croire que les auteurs de ces attaques 
regretteront <1<* s’être exprimés avec tant de vivacité, quand ils liront 
la Préfa«*e «les Œuvres d’Abel, publiées récemment en Norvège, par 
M. Ilolmboe, le professeur et l’ami de l’illustre géomètre. Ils y verront 
avec intérêt les encouragements flatteurs, les témoignages d'estime et 
d'admiration <|ii’Abel, durant sa vie, a reçus des savants, particulière¬ 
ment de ceux qui s’occupaient, en même temps que lui, de la théorie 
des transcendantes elliptiques; et ils remarqueront avec consolation. 
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au bas de la page vu, ces paroles qui suffiront pour éclaircir tous leurs 
doutes : 

Un journal français, dont je ne me rappelle pas le nom, m'est venu sous 
les veux, où l'on a rapporté <piAbel est mort dans la misère. On voit par 
les détails ci-dessus <pte ce rapport n est pas conforme à la vérité. 

Revenons à M. Rroch. Ce que nous avons dit de ses recherches suffit 
pour en montrer toute l'importance. Les résultats auxquels il est arrivé, 
analogues il ceux qu’Ahel a obtenus dans ses plus beaux Mémoires, 
montrent un esprit familiarisé avec les méthodes analytiques, et 
habitué à lutter avec succès contre les difficultés que présentent les 
parties les plus élevées du Calcul intégral. Kn résumé, le Mémoire do 
M. Rroch prouve que l'auteur n’a pas trop présumé de ses forces en se 
proposant de marcher sur les traces d’Abel. Nous pensons que ce 
Mémoire est digne de l'approbation de l’Académie et d’être inséré 
dans le Recueil des Savants étrangers. 


125 . 

Anai.ysf. matiikmatiqiï:. Mémoire sur des formules générales <pti se dé¬ 
duisent du calcul des résidus et r/ui paraissent devoir concourir nota¬ 
blement aux progrès rie l'Analyse infinitésimale. 

C K., t. XII, p. S71 (1- mai 1H J1 ). 


Les géomètres n’ont pas seulement accueilli avec bienveillance le 
nouveau calcul auquel j’ai donné le nom de calcul des résidus; ils ont 
fait plus encore : ils ont ajouté de nouvelles applications de ce calcul 
à celles que j’avais présentées moi-même, soit dans les Exercices de 
Mathématiques, soit dans un Mémoire publié en février 18-27; et ces 
diverses applications ont constaté de plus en plus l’utilité du calcul 
dont il s’agit. Parmi les travaux relatifs à cet objet, on peut citer ceux 
de M.M. Ostrogradski et Bouniakowski, de l’Académie de Saint-Pélers- 
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bourg, et ceux de 31 . Tortolini, professeur au Collège Humain, qui, 
dans un Traité sur le ealeul des résidus, a exposé, entre autres résul¬ 
tats dignes de remarque, l’application du nouveau calcul à l’intégra¬ 
tion des équations aux différences finies. On peut citer encore un 
Mémoire où M. Kicbelot a démontré diverses propriétés des transcen¬ 
dantes elliptiques, ou même dos transcendantes représentées par cer¬ 
taines intégrales dont les dérivées renferment des radicaux de degré 
quelconque, et où l’auteur, employant avec succès les notations du 
calcul des résidus, a établi des formules propres à fournir la solution 
de quelques problèmes analogues aux questions précédemment trai¬ 
tées par Abel et par M. Jacobi. Toutefois ce que les géomètres appren¬ 
dront sans doute avec quelque intérêt, c’est que les formules si simples, 
si élégantes, données par M. Kicbelot, sont elles-mêmes comprises, 
comme cas particulier, dans des formules générales qui paraissent 
devoir puissamment contribuer aux progrès de l’Analyse. Entrons à ce 
sujet dans quelques détails. 

J’ai donné, dans les K.verriers de Mathenaita/aes , une formule qui 
convertit une fonction rationnelle quelconque d’une variable v, et 
même, sous certaine condition, une fonction transcendante en une 
somme formée par l’addition d’un résidu intégral et d’un résidu par¬ 
tiel relatif ii une valeur nulle de la variable auxiliaire. Or le second 
membre de cette formule peut s’intégrer par logarithmes, et cette inté¬ 
gration fournit immédiatement la valeur générale de toute intégrale 
dont la dérivée est une fonction rationnelle ou une fonction transcen¬ 
dante' pour laquelle se vérifie la condition indiquée. Elle fournit, par 
suite, l’intégrale de toute fonction différentielle qui peut être rendue 
rationnelle ii l’aide d’une substitution quelconque, par exemple, les 
intégrales dont les dérivées renferment un trinôme du second degré 
sous un radical du second degré, ou deux binômes linéaires sous deux 
radicaux du second degré. 

Au reste, la formule générale d’intégration, qui s'obtient comme on 
vient de le dire, n’est elle-même qu’un cas particulier d’autres for¬ 
mules beaucoup plus générales encore, qui servent à déterminer une 
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multitude d’intégrales définies ou indéfinies, ou il les transformer le* 
unes dans les autres, ou à étaldir entre elles ecrtaines relations. Les 
beaux théorèmes d’Abel, relatifs à la théorie des transcendantes ellip¬ 
tiques et des transcendantes dont les dérivées renferment «les racine* 
d'équations algébriques, ne sont eux-mêmes que des cas particuliers 
des théorèmes généraux auxquels je suis parvenu. Pour donner une 
idée de ces derniers, considérons une intégrale relative à la variable c. 
Si l’on établit entre cette variable ,r et une autre variable ( une relation 
exprimée par une équation algébrique ou transcendante, on pourra 
transformer l’intégrale relative a x en une intégrale relative à / et con¬ 
sidérer, on conséquence, l’intégrale donnée, non plus comme une fonc¬ 
tion de .r, mais comme une fonction de /. Or la fonction de / dont il 
s’agit pourra prendre diverses formes si l'équation algébrique ou trans¬ 
cendante, étant résolue par rapport à x, fournit diverses valeurs de » . 
Alors, en adoptant successivement ces diverses valeurs de x, et suppo¬ 
sant l’intégrale relative à l prise, dans tous les cas, entre les même* 
limites, on verra celle intégrale acquérir successivement diverses va¬ 
leurs dont la somme £ aura pour dérivée un résidu intégral relatif à la 
variable a\ considérée comme racine de l'équation algébrique ou trans¬ 
cendante. D’ailleurs, il suffira d'appliquer à ce résidu intégral l’opéra¬ 
tion qui, dans le calcul des résidus, est analogue à l’intégration par 
parties, pour que la somme .v se décompose immédiatement en deux 
termes dont les valeurs pourront se calculer facilement, dans un grand 
nombre de cas, et s’exprimer, soit à Laide de fonctions algébriques ou 
logarithmiques, soit même à l’aide de fonctions transcendantes. De ces 
«leux termes, l’un aura pour dérivée un résidu intégral relatif a toutes 
les valeurs de r qui pourront rendre infinie la fonction placée après le 
signe Par conséquent, ce résidu intégral se réduira souvent à zéro 
ou à une constante, ou du moins à un résidu partiel relatif à une valeur 
nulle de la variable auxiliaire. Quant à la dérivée de l’autre terme, elle 
sera représentée par un résidu intégral relatif, non plus aux racines 
de l'équation algébrique ou transcendante, mais aux valeurs de r qui 
rendront infinie la dérivée du premier membre de cette équation, ou 
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la fonction placée sous le signe /, dans l’intégrale donnée relative à la 
variable x. 

Lorsque l’équation donnée entre x et / a pour premier membre une 
fonction rationnelle et entière de ces variables, lorsque, d’ailleurs, la 
fonction placée sous le signe / dans l’intégrale relative à x est al¬ 
gébrique, la décomposition de la somme s en deux parties et la dé¬ 
termination de chacune d’elles peuvent se déduire des propriétés 
des fractions rationnelles, jointes aux formules qui servent à calculer 
les fonctions symétriques des racines d’une équation. Alors la méthode 
ci-dessus indiquée se réduit, comme on devait s’y attendre, à celle 
qu’Abel a employée, par conséquent à celle qu’ont suivie, à l’exemple 
d’Abel, M. Broch, M. Richelot et d’autres auteurs, soit dans le Journal 
rfcM. Crel/e, soit dans un Mémoire récemment approuvé par l’Académie. 
Mais les formules générales auxquelles je parviens ne supposent point 
que les fonctions dont il s’agit ici restent rationnelles ou algébriques. 
Elles sont applicables, sous les conditions indiquées par le calcul des 
résidus, au cas où ces fonctions deviennent transcendantes; et elles 
fournissent alors la valeur de la somme v, ou développée en série, ou 
même très souvent exprimée sous forme finie. 

Au reste, il était naturel de rechercher si des formules analogues à 
celles que présente la théorie des fonctions elliptiques ne s’applique¬ 
raient pas «à d’autres espèces de fonctions. C’est après la lecture du 
Mémoire de M. Broch que la pensée d’appliquer à cette recherche le 
calcul des résidus m’est venue à l’esprit, comme je l’ai dit à cet auteur 
au momentoù il me disait lui-même qu’il se proposait de montrer com¬ 
ment on pouvait appliquer les méthodes employées par lui, et surtout, 
je crois, la méthode exposée dans la seconde Partie de son Mémoire, 
à la réduction des intégrales qui renferment des exponentielles et 
spécialement a la réduction des intégrales eulériennes. Dans de sem¬ 
blables recherches, le calcul des résidus est très utile. En effet, les 
principes de ce calcul, tels que je les ai posés dans les Exerrires de 
Mathématiques, montrent clairement l’origine et la nature des diverses 
modifications que les formules doivent subir suivant la nature des 
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fonctions sur lesquelles on opère, et ils font connaître aussi les condi¬ 
tions sous lesquelles subsiste chaque formule. J’ajouterai encore que, 
dans le eas où la somme ci-dessus désignée pars, et composée d'inté¬ 
grales relatives à t, se réduit «à la somme de quelques-unes de ces inté¬ 
grales, le calcul des résidus fournit le moyen, sinon de la déterminer, 
au moins de la transformer. J’ajouterai enlin que des formules, déduites 
du même calcul, s’appliquent à la détermination d’intégrales dont les 
dérivées renfermeraient une ou plusieurs fonctions implicites de la 
variable principale. 

Je me bornerai aujourd’hui «à joindre à celte exposition quelques- 
unes des formules générales que j’ai annoncées. Dans d’autres articles, 
je développerai ces mêmes formules et je présenterai une partie de 
leurs nombreuses applications. 


Anai.ysk. 


Soit f(a?) une fonction de la variable x. Si le résidu partiel de 


U'-: h 


relatif à une valeur nulle de s, se réduit à une constante déterminée, 
on aura 


= r !LÜ?.U! -i- r 


et, par suite, en nommant \ une valeur particulière de .r. 


(*) 


£ f(x)elx= + S 


! — r; 


((v 2 )) 


L’équation (i) fournit immédiatement les intégrales des fonctions 
rationnelles, et même des fonctions transcendantes pour lesquelles se 
vérifie la condition indiquée. Elle fournit, par suite, les intégrales 
des fonctions différentielles qui peuvent être rendues rationnelles à 
l’aide d’une substitution quelconque. 


Df.uvr^s de C. — S. I, t. \ I. 
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Concevons maintenant que l’on transforme l’intégrale 



en substituant à la variable x une autre variable /, liée à x par une 
équation algébrique ou transcendante 

(-0 E ( J 'i O — o » 


et nommons t, \ deux valeurs particulières correspondantes de / el 
de x. Si l’on pose, pour abréger, 


D.c V(x, t)=. <1 »(.r, t), D t F (.r, l) = T(.r, /), 


on trouvera 

el, par suite, 

( ;> ) 


c/.r 


*r(.r,n 

o 






pourvu que, dans le second membre de la formule ( 3 ), on considère .r 
comme une fonction de t déterminée par l’équation (2), et que chacune 
des deux variables x, t demeure fonction continue de l’autre, entre les 
limites de l'intégration. D’ailleurs cette dernière condition sera rem¬ 
plie, si la variable x est toujours croissante ou toujours décroissante, 
tandis que la variable t croit sans cesse à partir de l T. 

Di* même, en désignant par f(.r, t) une fonction des deux variables r. 
/, on établira la formule 


( i > 


i: 


f(.r, t) tir 



'V(.rJ) 

t) 


fit, 


t devant être considéré comme fonction de x dans le premier membre, 
et x comme fonction de / dans le second. 

Concevons maintenant que l’équation (1), résolue par rapport à x, 
fournisse diverses racines 


.v ~ 


if 


JC 
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représentées par diverses fonctions de /, qui se réduisent aux quan¬ 
tités 


dans le cas particulier oii l’on suppose l ~ Aux diverses valeurs 
de .r considéré comme fonction de t, et de £ considéré comme fonction 
de t, correspondront diverses valeurs de l’intégrale 


f f( c, t) fit. 


't 

et, en nommant.v la somme de ces valeurs, c’est-à-dire en posant, pour 
abréger, 


5 ) 


: (' f( .r, t ) dt - \~ f f ( ,c f l) fit -t-. . ., 


on tirera de l'équation (4) 


f 


■' t ) f(.r t , l ) 


»!»(./•,, I) 


dt • - / dt 

A *1»(.r„/) 


ou, ce qui revient au même. 


S :r. 


j: 


«^ " (( Fü : ,7) )) ' ’ 


le siirne )' du calcul des résidus étant relatif il la variable r. 
n 

D’autre part, on aura généralement 

f t ) f(.r, t) __ r „ p ((T(.r, OIV, 

((E(.r,7))) l \ K(.r, O ‘// F('C,/) 

On trouvera donc encore 


<«») 




' r /7‘l'(.r./)f(.r.0 N 


F(.r,0 


fit. 


Si, dans la somme s, on fait entrer seulement les intégrales corres 
pondantes à celles des racines 
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qui vérifient certaines conditions, par exemple à celles dans lesquelles 
les parties réelles et les coefficients de y/ - i offrent des valeurs com¬ 
prises (mtre certaines limites, on devra, dans le second membre de la 
formule (G), étendre la sommation, que suppose en général l’opération 
indiquée par le signe £, aux seules valeurs de x qui vérifieront ces 
mêmes conditions. D’ailleurs, les limites 

-, t 

de l’intégration relative à la variable / devront toujours être telles que, 
entre ces limites, chacune des valeurs de x reste fonction continue 
de/, / lui-même étant fonction continue de x; et il en sera toujours 
ainsi dès que les deux limites c, / de l’intégration relative à / se trou¬ 
veront suffisamment rapprochées l’une de l’autre, la première étant 
choisie arbitrairement. 

On peut, à l’aide de divers théorèmes établis dans les Exercices de 
Mathématiques, faire subir diverses transformations au second membre 
de la formule (G). Ainsi, en particulier, le résidu intégral que ren¬ 
ferme le dernier terme de ce second membre peut toujours être trans¬ 
formé en intégrales définies. 

Ainsi encore, lorsque le résidu partiel de la fonction 



relatif à une valeur nulle de -, se réduit à une constante déterminée, 
on a 


et, 


\\ E(a% <) // 

par suite, la formule (G) donne 
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le signe £ étant relatif, dans chaque terme, à la variable auxiliaire s. 
Si la fonction 

*■'(-, O 

ne devient jamais infinie qu’avec ivr'-rr> I» formule (7) donnera sim- 
plement 


(S) .v 


r' C 'I f (3,0((f(-,0))^ 
1 ^ V( s ,l) 



*r( -, t) t(-, t 


((-*)) 1 


di. 


Si f(a\ t) se réduit à une fonction f(.-r) de la seule variable » , les 
formules (>) et (8) entraîneront la suivante : 


(•(./■) fit 4 - f f(x)</.r 

, - / ï. 


// r/ -\ \\ 1 l _) __ (' _A. V /. |. 


(9) 


Il suffirait, d’ailleurs, de prendre 

F(.r, l) —./■ — t 

pour réduire la formule (9) à l’équation (1). 

Si l’on pose 

f(.r, 0 :=!'(■'•)/(O, 

les lettres caractéristiques f et f indiquant des fonctions de formes 
diverses, l’équation (8) donnera 





T-,< 


F( - , t 


/(/)»//. 


On peut faire des formules (G), (7), (8), (9), (10), comme nous le 
montrerons dans de prochains articles, de nombreuses et importantes 
applications. Un cas digne de remarque est celui où l’on a 
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Observons aussi que, dans le cas où l’équation 

f (■r,t)=o 

admet une infinité de racines, la formule (8) ou (10) sert à développer 
la somme s en série. Pareillement, lorsque l’équation 

IV) 

admet une infinité de racines, la formule (i) ou (9) sert à développer 
<‘ii série l’intégrale 

f ' 

ou la somme s. Ainsi, par exemple, si l’on pose 

f(.r) cot e, 

alors, en vertu d’un théorème établi dans les Exercices (le Mathéma¬ 
tiques (vol. I, p. 1 12) ('), on verra, dans la formule (1), disparaître le 
dernier terme du second membre; on trouvera donc 



eot.r (Lr 





la sommation que le signe - indique s’étendant à toutes les valeurs 
entières positives, milles ou négatives de n\ et, comme on aura d’ail¬ 
leurs 



cot.r dx — 1 


sinx 

sin£ ’ 


on se verra immédiatement ramené à la formule connut 1 


j sin.r v j nr* — x 
si 11$ ^ niz — £ 


sirur ^ x x 2 — 71 2 x 2 — x' 1 — i) 7 r* 

sin£ £ tf—r 2 ç' 2 — /|7T* £*-- 9 TT* 


( 1 ) Œuvres de Cauchy , S. II, I. VI, p. 1 {3. 
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Analyse mathématique. — Sur la détermination et la réduction des inté¬ 
grales dont les dérivées renferment une ou plusieurs fonctions implicites 
d'une même variable. 

C. R., I. XII, p. 1029 (7 juin 1841). 


Los formules générales que j’ai données, dans le Compte rendu do la 
séance du 17 mai, pour la détermination et la transformation des inté¬ 
grales définies ou indéfinies, peuvent être facilement étendues, comme 
je I ai dit, au cas où les dérivées des intégrales renferment une ou plu¬ 
sieurs fonctions implicites de la variable .r à laquelle l’intégration se 
rapporte. L’extension dont il s’agit est l’objet du nouveau Mémoire que 
j’ai l’honneur de présenter aujourd’hui à l’Académie. 

Je considère d’abord le cas général où la variable ,v est liée à d’autres 
variables 

} > V , . • • y t 


par des équations algébriques ou transcendantes, en vertu desquelles 
les variables y, t deviennent des fonctions implicites de .r. Si 

ces mêmes équations permettent d’exprimer eu fonctions continues 
des seules variables .r, t chacune des variables y, z, ..., les principes 
établis dans le précédent Mémoire fourniront le moyen de déterminer 
ou de transformer une intégrale dont la dérivée serait fonction con¬ 
tinue de toutes les variables, ou du moins la somme s des valeurs «le 


cette intégrale qui correspondront aux diverses valeurs de la variable r 
considérée comme fonction de/. On doit surtout remarquer le cas où 
une seule des équations données renferme la variable /, et où les 
autres équations renferment seulement les variables y, -, ... consi¬ 
dérées comme fonctions implicites «Je .r. Dans ce cas, et sous les con¬ 
ditions indiquées par le calcul des résidus, la somme s s’obtient en 
termes finis, et se trouve exprimée par des fonctions algébriques et 
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logarithmiques de t. La formule qui la détermine comprend elle-même, 
comme cas particuliers, les belles formules d’Euler, de Lagrange et 
d’Abel, relatives aux transcendantes elliptiques et aux intégrales dont 
les dérivées renferment les racines d’une équation algébrique, par 
exemple, la formule à laquelle Abel est parvenu dans le Mémoire cou¬ 
ronné par l’Académie. Pour tirer ces diverses formules de celle que j’ai 
obtenue, il suffit de réduire les équations données à des équations algé¬ 
briques, et les diverses fonctions implicites à une seule, par exemple, 
ii un seul radical du second degré ou d’un degré plus élevé. Mais il 
importe d’observer que je détermine la somme s, lors même que les 
équations données deviennent transcendantes, et lorsque la dérivée de 
l’intégrale que l’on considère renferme plusieurs fonctions implicites 
de la variable r, par exemple, plusieurs radicaux de même degré ou de 
degrés inégaux. 


I. — Considérations générales. 


Supposons la variable x liée à d’autres variables 

1 , V, • • • , t 

par les équations algébriques ou transcendantes 

(0 Y —O, Z =■<:>, T 

dont le nombre est égal au nombre de ces autres variables. On pourra 
considérer les variables r, s, .... t comme des fonctions implicites 
de x; et, après avoir substitué leurs valeurs tirées des équations (i) 
dans une fonction 

f('C> ,1,3, . • . , t) 

de toutes les variables, on pourra chercher la valeur de l’intégrale 

( •< ) -H' = f f(.r, j, 3, ...,/) dx, 

désignant une valeur particulière de la variable .r. 

Supposons maintenant qu’en vertu des équations (i) on puisse 1 
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exprimer, en fonctions continues des deux variables x, t, les autres 
variables 

y 9 • • * y 

et que l’élimination de ces dernières variables entre les équations (i) 
produise l’équation résultante 

(3) F(.r, t)—o. 

Si, dans l’intégrale (a), on substitue à la variable principale x la 
variable /, liée à æ par l’équation ( 3 ), et si l’on fait, pour abréger, 

t) - 1) ; F(.r, t), V(.r, t) = I), F(x, t), 


on trouvera 

(i) 



' 'V(-r, O 






t désignant une valeur particulière de /, à laquelle est censée corres¬ 
pondre la valeur particulière \ de la variable x. D’ailleurs, les limites t. 
i devront être suffisamment rapprochées pour que t reste fonction con¬ 
tinue de x, et x de t , entre les limites de l’intégration. 

Concevons maintenant que l’équation ( 3 ), résolue par rapport à x, 
fournisse plusieurs racines, c’est-à-dire plusieurs valeurs 


** J î ‘^2) 3» • ’ * 

de la variable x considérée comme fonction de /. Nommons 


y i? yn y 3 » • ••» *i9 


les valeurs correspondantes de la variable y, de la variable z, cl 


f ,y i ; (x„l) 


yij - 1 » 


. . ., t)tll —. . . 


la somme des valeurs correspondantes de l’intégrale tx. O11 pourra pré¬ 
senter la valeur de s sous la forme 


f l r W(.r,Qf(.r, r , j, ...,0 ^ 

J, c t))) 


CEuvres de C, — S. I, t. VI. 
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ou, ce qui revient au même, sous la forme 

\ J x ' .. F (*,0 

(<>) 

j r' p (( T'(.r-, O f ( .r, y , -, . . O)) 

f J T F " • 

La formule ((>) comprend, comme cas particulier, une formule ana¬ 
logue, que j’ai donnée dans le Compte rendu de la séance du 17 mai, et 
s’applique pareillement à la détermination ou à la transformation d’une 
multitude d’intégrales définies ou indéfinies. Kntre les applications que 
l’on en peut faire, on doit remarquer celles qui se rapportent au cas où. 
parmi les équations (c), une seule, savoir, 

T o, 

renferme la variable /, les autres 

Y -- o, /, o. 

servant à déterminer v, . en fonction de x. Si, dans ce même cas, 
on suppose la fonction 

t (•*"»,r, -, •. •, t) 

indépendante de /, les équations (2) et (G) se réduiront à 


;K —- / (■( O-, r, df, 

A 

] J x c *(•'•> O 

i C' r i f 0 =>•••>' 


I fl 

et, si d’ailleurs le rapport 


F(.r, / ) 


*F( : *j t) 
F(.r, t) 


ne devient infini que pour des valeurs nulles de K(.r, /), on aura 


(( »F(.r, t) f(.r, >’, t) )) _ V(.r, t) 


F (.f,t) 


' F(.r, t) 


((f(-e, r, -,...))): 
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rn sorte que la formule (8) donnera 


16 :i 


(<>) •* = £(( f(^. J* «»•••)))! 
Ajoutons que le facteiw 


E( -r, 0 1 r' 

e(-p,t)| J x <- 


1 r /"( H • 

F(.r,0 


■ >V 


(II. 


f( •*'* Ji "» • • • ) 


pourra être considéré comme une fonction de la seule variable r, 
dont les variables 

.V, * 


seront elles-mêmes, par hypothèse, des fonctions continues, du moins 
entre les limites des intégrations; et que, si l’on pose en conséquence 


f (./%.V, :-:7T7 (.r), 

on aura, sous les conditions indiquées par le calcul des résidus. 


L 


*T(.r, t)m(.r) \'\ 




- l ) 


l 




Cela posé, la 

formule (9) donnera 

simplement 


(III) X — 

£ • -1 - • : 'j ' 

/ ! \ 

Tü 

__ r A r/ | 

V| H 

/(HJ 


La formule (io) comprend, comme cas particuliers, les beaux théo¬ 
rèmes d’Euler et d’Abel sur les intégrales dont les dérivées renferment 
des radicaux du second degré ou, plus généralement, des racines 
d’équations algébriques. Nous pourrions appliquer immédiatement la 
formule (io) à divers exemples. Mais les applications deviendront plus 
faciles quand le second membre sera présenté sous une autre forme 
que nous donnerons dans le paragraphe suivant. 
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^ II. — Méthode abrégée pour la sommation des valeurs d’une intégrale 
dont la dérivée renferme plusieurs fonctions implicites de la variable t. 


Soit f(x) une fonction donnée de la variable x. Si à cette variable x 
on substitue une autre variable t liée à x par l’équation 

(') F(.r, t) — o, 

alors, en nommant /), x F(.r, t) les deux dérivées partielles de la 
fonction F(.r, /) relatives aux deux variables x , t, et 


deux valeurs particulières correspondantes de ces mêmes variables, on 
aura 


(a) 


! f ( .r ) dx = — f 

h r 


y V{.r,t) 


f(j?) dt. 


Si, d’ailleurs, on représente par 


les diverses racines de l’équation (i), c’est-à-dire, les diverses valeurs 
de la variable x, considérée comme fonction de / en vertu de cette 
même équation, et si l’on pose, pour abréger, 


0 ) 

•vr-r f {(.r)d.r- 1- f f(.r)d.r 



J l, A, 


5 H 

-î 1 * S 2 * • • • 

étant les valeurs de r,, r 2 , 

. . . 

on aura 



o) 

.1 

t) 

*))) 


puis, en supposant que le rapport 


U'( r, t) 
V (•r, t) 


t 

K(.r,0’ 


ne devienne infini qu’avec 
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on tirera de la formule (4) 

*=t «'<*> S't (('<•*> rfèïD) *• 


(5) 


ou, ce qui revient au même, 

(0) £jfV)*r= < P(( r (x)))l[ESil 


O' 


, I 


T’(-r, <) Y 




On ne doit pas oublier que, dans la formule (G), la sommation indi¬ 
quée. par le signe ^ s’étend aux diverses valeurs de x qui vérifient 
l’équation (i). 

Pour que la formule (G) subsiste, il n’est pas nécessaire que la 
dérivée de l’intégrale 

I f (x)ct.r, 

Jt 

représentée par f(.r), soit une fonction explicite de la variable x; et 
l’on pourrait, dans la formule dont il s’agit, remplacer f(.x-) par une 
fonction continue 

f(.r, ...) 

de la variable x et d’autres variables y, z, ... qui seraient elles-mêmes 
des fonctions de x déterminées par certaines équations. 

Supposons d’abord, pour plus de simplicité, que, dans la lor- 
mule (G), on remplace f(.r) par t\x,y), y étant une fonction de r, 
liée à x par une certaine équation 

( 7 ) Y ~ °» 

dont le premier membre renferme x et y. Supposons, d’ailleurs, qu’à 
l’équation (7) on joigne une autre équation de la forme 

(8) ,i(x,y,l)~o 

dont le premier membre soit fonction de .y et de la nouvelle variable /. 
Si l’on nomme 
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les diverses racines de l’équation (7) résolue par rapport à y , c’est- 
à-dire, les diverses fonctions de x que cette équation donne pour 
valeurs de y, on pourra, dans la formule (G), remplacer successi¬ 
vement le fadeur 

l>) 

par chacune des fonctions 

f ( ■>', ,1 , )» f ( *e» y u ), • • • • 

pourvu que l’on y remplace en même temps 

E(-d O 

par l’une des fonctions 

^(•r, v,,/), v,„/), - 


On trouvera, par exemple, 

f(.r, r,) tir ~z £ (( f(.r, r / ) ))l 


' '.)) 



’?(•*’, r„ t) 

■ t; (*,. .v,»t) 

£(( f(^..V/) D/l -7(.r, y,, 


le signe il étant relatif aux seules valeurs de x 
lion 


* (x,r„t) — o. 


qui vérifieront l’équa- 


Cela posé, combinons entre elles, par voie d’addition, la formule ( 9 ) 
et les formules analogues. Nommons 


la somme totale des valeurs de l’intégrale 

f f( r, v) </.r, 

* 

correspondantes, non seulement aux diverses valeurs y,, y (/ , ... de y 
considérée comme fonction de x, mais encore, pour chaque valeur 
de v, aux diverses valeurs de .r qui vérifient l’équation (8), en sorle 



qu’on ait 

(10) 
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le signe 2 se rapportant, dans le premier terme de la valeur de .v, aux 
seules valeurs de r qui vérifient l’équation 

-7(.r, r,, /) o, 

dans le second terme, aux seules valeurs de ,v qui vérifient l'équation 

- 


Enfin posons, pour abréger, 

(II) f(.r, r ; )l J(.r, v ( , t) + f(.r, v ; ) I -f (./•,.»•„, t) l-, . . —; II ( t ». 

On trouvera 

+■ J (( !(•'’*. O )) IJ zr 

I-H-**,.»'., 

, t 

I £ (( t) )) <n. 


(*•-*) 


j .v -f,((r(.r,.,•)))! 


■' V 


n 

7 ) 


Pour plus de simplicité, on peut écrire 

( i ■> ) .v - £ t ( n ( .r, t) - II ( .r, t) )) f ï ( ( I), I II ( .r, t ) )) ci/, 

pourvu que, dans l’expression 

£ (( H(.r, /) — ll(.r, Tj )), 

on étende l’extraction de résidus indiquée par le signe ^ aux seules 
valeurs de r <|ui rendent infinies les fonctions 

f(j-,— 

Il est bon d’observer que, en vertu de la formule (i i :, 

J) ( l II(.r, l) 

sera une fonction symétrique des racines de l’équation ( 7 ;. Ou aura 
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donc par suite, sous les conditions indiquées par le calcul des résidus. 


«>»=,£,—p^T) 

Or, de la formule ( 1 3), jointe à la formule (i4)> on tirera 

Il(-, A-ll(-,r) 

(.5) n(x, t) - if ( j?» t) )) - £ - N* -, . 

Supposons maintenant que, dans la formule (G), on remplace f(.r) 
par 

f ( ' l > .v» *’» • • •)> 

y, z, ... étant des fonctions de.z-, liées à x par certaines équations 
(r(i) Y — - o, Z —- o, .... 

Supposons d’ailleurs qu’à l’équation ( 7 ) 011 joigne une autre équation 
de la forme 

(17) .T(.r, v, s, .... I) =0, 

dont le premier membre soit fonction de y, z, ... et de la nouvelle 
variable /. Si l’on nomme î la somme des valeurs de l’intégrale 



correspondantes, non seulement aux divers systèmes des valeurs de 
r, 3 , .... considérées comme fonctions de x, mais aussi aux diverses 
valeurs que fournira l’équation ( 17 ) pour la variable x considérée 
comme fonction de t; alors, par une marche entièrement semblable 
à celle que nous avons suivie tout à l’heure, on arrivera encore aux 
formules (i3) et (i5), pourvu que l’on pose 

(18) II(.r, t) = if(.r,.r, -, .. . ) 1 -T ( .r,y, «,..., t), 

la sommation que le signe 2 indique s’étendant aux divers systèmes 
de valeurs de y, z, ... qui vérifient les équations ( 16 ). 
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§ III. — E.cemplex, 

Nous donnerons, dans d’autres Mémoires, de nombreuses applica¬ 
tions des formules ci-dessus établies et en particulier de la formule (iT)) 
du § II. Aujourd’hui, pour mieux constater l’exactitude de cette for¬ 
mule, nous nous bornerons à en déduire quelques théorèmes déjà 
connus, ou quelques résultats que l’on puisse aisément vérifier il l’aide 
des méthodes d’intégration généralement adoptées. 

Supposons d’abord que l’équation ( 7 ) du § II se réduise à 

(0 j"~x, 

X étant une fonction entière de la seule variable v. Supposons encore 
que le premier membre j(.r, y, /) de l’équation 

{'■>.) i(./%_)•, t) — o 

soit une fonction entière; des variables .v, y, et que l’on ait 

(3) 1 (‘ r > , 1 ') — 

Cfer) désignant une fonction rationnelle de la variable .v. Les diverses 
racines 

y >> y ,•/» y a* • • • 

de l’équation ( 1 ) seront respectivement proportionnelles aux diverses 
racines n ir " u ' s de l’unité; d’où il suit que leurs puissances positives ou 
négatives, du degré ni ou <lu degré — ni, olfriront une somme nulle, 
quami ni sera un entier non divisible par //, en sorte qu’on aura, par 
exemple, 

(i) ‘ + !-••• --- o. 

D’ailleurs, si l’on pose, pour abréger, 

( à ) cr(*e, t ) —- t (.1’, j t ) -y ~ I .)* ( u> t ) -y..., 

/ .* h 

OF.uvres de C. — S. I, t. VI. '-i 
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la formule (n) du § II donnera 

(6) II(d7, /) = |’(Ær)BT(j7, /); 


et, comme de l’équation ( 5 ), combinée avec la formule ( 4 ), on tirera 


nr( X, t) 


y / 


y, Q 1 j [ - 7 '(- r O 

$(jc, O, l) yu $(x f O,t) 


il est clair que la fonction xz(x,t) ne deviendra point infinie avec les 
facteurs 

i i 

y' y,' 

De cette remarque, jointe à l’équation (G), on conclura que, dans la 
formule (i 5 ) du § I, l’expression 

£ (( n(.r,o — ii(d*,T))) 

peut être réduite à 

£ [rn(.r, t) — üi(.r, t)] (( Ç(x) )). 


Donc, en vertu de cette même formule, la valeur de la somme 



On ne devra pas oublier que, dans le premier membre de la formule (8), 
la sommation indiquée par le signe 2 s’étend, non seulement à toutes 
les valeurs de y qui vérifient l’équation (i), mais aussi, pour chacune 
de ces valeurs de y, à toutes les valeurs de x qui vérifient l’équa¬ 
tion (2). 
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Si, dans la formule (8), on pose en particulier 



I 

- y 

u' - a 


a désignant une constante arbitrairement choisie, on trouvera sim¬ 
plement 



Enfin, si l’on prend n = 2, on aura, dans les formules (8) et (9), 


ro(.r, t) = i- l$(x,y„ t) + — 1 Hx,y u , t), 

J / J H 

ou, ce qui revient au même, 

, , , . 1 , [ ${x,\/\,t) 

y/X |_-f (.r, — y/X, / ) J 


La formule (8) coïncide au fond avec celles que renferme un Mémoire 
de M. Brooh, inséré dans le t. 20 du Journal (le .)/. Crelie, savoir, 
lorsque n est un nombre pair, avec la formule (08) de ce Mémoire, et 
lorsque n est un nombre impair, avec la formule ( 5 9) {ibidem). Le cas 
particulier où l’on suppose n — 2 est celui qu’Abel avait déjà traité 
(voir le t. I des Œuvres d'Abel, Mémoire XV). Ajoutons que, dans le 
cas où les fonctions implicites de x, représentées par y, z, .... se 
réduisent à une seule, et où 

Y, $(x,y, t) 

sont des fonctions entières des variables x, y, la fonction 

f (•*•,/) 

étant elle-même une fonction rationnelle de ces variables, la valeur de 
la somme s pourrait être déterminée à l’aide d’une formule qui a été 
donnée par Abel dans le Mémoire couronné, et qui doit nécessairement 
s’accorder avec la formule (i 5 ) du § II. 

Lorsque f(.r) se réduit à une fonction entière de x, dont le degré. 
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augmenté d’une unité, reste inférieur à la moitié du degré de la fonc¬ 
tion X, la formule (8) donne simplement 


O U 




y 


Cette dernière formule comprend, comme cas particulier, le théorème 
d’Euler relatif à l’intégration de l’équation 

<lr (ly 

H' — - ~ 

V/nr(.r) V ®C»') 

dans laquelle irr(.t’) représente une fonction entière de x du quatrième 
degré. 

Concevons maintenant que l’on veuille se servir de la formule (i 5 ) 
du § Il pour déterminer la somme s des diverses valeurs d’une inté¬ 
grale dont la dérivée renferme deux fonctions implicites y, z de la 
variable principale ,r; et, pour donner un exemple de cette détermi¬ 
nation dans un cas très simple, supposons que l’on ait 


(«a) 


}*— « + •■*•» 


~y. — x, 


a désignant une quantité positive. Supposons encore que la variable 
principale x soit liée à la nouvelle variable t par l’équation 


(< 3 ) 


= t. 


et «Jn<* l’intégration relative à t s’elfectue entre deux limites positives 
dont la plus grande ne dépasse pas y/aa. Comme on tirera des équa¬ 
tions (12) et (id) 


Ci) 

et, par suite, 

(.:») 


î 


X z~ t OL 




OU 


x - 


/ * 


?)■ 


l’intégration relative à x s’elfectuera elle-même entre deux limites ou 
positives ou négatives, mais dont les valeurs numériques ne dépasse- 
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ront pas le nombre a. Ajoutons que l’on déduira de la première des 
formules (12) deux valeurs de/, savoir 


y ~-\/x -r » / = — y/a -i- ./•, 

et de la seconde des formules (12) deux valeurs de z, savoir 


V * - x, 


— y a — j ; . 


Or, t restant par hypothèse positif et inférieur à y'2a, il faudra, [mur 
vérifier l'équation (i 3 ), supposer nécessairement, ou 


Z — .V , 


.r / I a - 


/■V 


OU 


r — t [ Z — ~ 


c-\- 


Y \ ! y. H - .r, 

y — y/oc -h ./•, 

.Mais l’équation (t 3 ) ne pourra plus être vérifiée si l’on y suppose 

/ —- y/a 1 - .r, -3 — y/a — .r, 

,}■ -- — V * -+- x , s — y/a — .r. 


ou bien 

Cela posé, soit 


v, :■) 


une fonction rationnelle quelconque de x , y, c, et faisons, pour 
abréger, 

t:>\* 


~ I X 


~ :-Z t[ a 


La somme 


des valeurs de l’intégrale 


f(r,y,z)d.v 
£ t'O.y, z) cl.c 


ijui correspondent, non seulement aux diverses valeurs de y et de :■ 
tirées des formules (12), mais aussi, pour chaque système de valeurs 
de / et de z, aux diverses valeurs de x tirées de la formule (1 3 ), se 
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réduira simplement à 

.v = f(x, y/a -1- x, y/a — x ) dx 4- J }{x, — x ) dx, 

t 

ou, ce qui revient au meme, à 

.v I [ l'(.r, y/a -+■ x, \[<x~x) — f(— x, — y 'a — x, — y/a 4- ./')] d - 1 • 

A 

Telle est la somme dont l’équation (1 5 ) du § II déterminera la valeur. 
Kn d’autres termes, on aura 


(. 0 ) 


s 1= / [ f( x, y/a -4 x, y/a — x ) — f( — x , — y fâT— x, — y/a 4- x )] dx, 

Jt 


les limites Ç, x de l’intégration relative à x étant liées à / et à T par les 
formules 

1 

\ 2 


(' 7 ) 


l = T[ Cf. 


4 


X — t[(X 


1 

t 2\ 2 


l\ 


Si, pour fixer les idées, on prend 


t(X,y,3)=: 

y -+- - 

l’(.r) étant une fonction rationnelle de x; alors, en posant, pour 
abréger. 


08 ) 


, 1 /y/a 4 - x — y/a — .r — / 

rn(.r, O = — -7—-— 1 - 

y/a -h -H y/a — a? \ y/a 4- ^ — y/a — .r -h / 


\ v^ a + 

on tirera de la formule (i 5 ) du § II 

J f y/a 4- x 4- y/a — x 


1 | ! y/a -4 x 4- y/a — .r — / ^ 

.r — y/a — .r \ y/a 4- 4- y/a — a’ 4- // 


('9) 


«’*'|’(°) I ( -7“—- ^7^—) + <£ [ro(.e,/) —ro( i r,T)]((|’(.r))) 
\ 2 y a 4 - * 2 y a — T/ 
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Si l’on pose, en particulier, |’(a?) = i, on trouvera 


( 20 ) 


/ 


dx 


ç x 4- \J a — x 


t — T ■+■ 


a 1 


y/â — t ,2 y/a ~ 


2 y/st 4- t 2 y/a -4- t 


,r étant toujours lié à t, et $ à t, par les formules (17) ou, ce qui 
revient au même, par les suivantes : 


(21) 


t — y/a 4- x — y/i 


x. 


~ \Jx -I- \ — v' a 


Il est d’ailleurs facile de vérifier l’exactitude de la formule (20), soit 
à l’aide des méthodes d’intégration généralement suivies, soit même à 
l’aide de la seule différentiation de scs deux membres. 


127 . 


Analyse mathématique. — Mémoire sur la nature et les propriétés des racines 
d'une équation qui renferme un paramètre variable. 


C. II., t. XII, [). r 1 33 (21 juin i8ji). 

Les racines d’une équation qui renferme deux variables x , t, et que 
l’on résout par rapport à la variable x ou, ce qui revient au même, les 
racines d’une équation qui renferme, avec l’inconnue x, un paramètre 
variable t, jouissent de diverses propriétés qu’il importe de bien con¬ 
naître. L’une de ces propriétés est que ces racines sont généralement 
<les fonctions continues du paramètre variable, en sorte qu’elles 
varient avec ce paramètre par degrés insensibles. Il en résulte que, 
si, en vertu de la variation du paramètre, une racine réelle vient à dis¬ 
paraître, elle sera immédiatement remplacée par des racines imagi¬ 
naires. Cette dernière proposition n’est pas à beaucoup près aussi 
évidente qu’elle semble l’être au premier abord. Il est d’autant plus 
nécessaire de la démontrer qu’elle ne subsiste pas sans condition. Kn 
effet, puisque la forme de l’équation entre x et t est entièrement arbi¬ 
traire, rien n’empêche de donner pour racine x à cette équation une 
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fonction discontinue du paramètre t, par exemple, la fonction 


• 


et il est clair que, dans ce dernier cas, x variera très sensiblement, en 
passant d’une valeur très petite à une valeur très grande, si le para¬ 
mètre /, en demeurant très voisin de zéro, passe du négatif au positif. 

Pour que l’on soit assuré que la racine x, considérée comme fonc¬ 
tion du paramètre /, reste continue dans le voisinage d’une valeur 
particulière attribuée à ce paramètre, il suffit que le premier membre 
de l’équation donnée reste lui-même fonction continue des deux 
variables x, /, dans le voisinage de la valeur particulière de /, et de 
la valeur correspondante de x. C’est ce que je démontre, en m’ap¬ 
puyant sur un théorème que j’ai donné dans un Mémoire présenté à 
l’Académie de Turin le 27 novembre i 83 i. De ce théorème, qui déter¬ 
mine, pour une équation algébrique ou transcendante, le nombre des 
racines réelles ou imaginaires assujetties à des conditions données, je 
déduis immédiatement la continuité de la fonction de t qui représente 
la racine x de l'équation donnée entre x et /; et j’en conclus, par 
exemple, (pie si, celte équation étant réelle, plusieurs racines réelles 
égales viennent à disparaître, elles se trouveront généralement rem¬ 
placées par un pareil nombre de racines imaginaires. 

Le § I du présent Mémoire est relatif il des équations entre x e 
de forme quelconque. Dans le § II je considère des équations d’une 
forme particulière, savoir celles qui fournissent immédiatement la 
valeur de t en fonction de x. Parmi les équations de ce genre, on doit 
surtout remarquer celles qui donnent pour t une fonction réelle et 
rationnelle de x. Une semblable équation, résolue par rapport à x, 
ne peut avoir constamment toutes ses racines réelles, pour une valeur 
réelle quelconque de t, que sous certaines conditions, dont l’une est 
(pie les degrés des deux termes de la fraction rationnelle soient égaux, 
ou diffèrent entre eux d’une seule unité. Les autres conditions con¬ 
sistent en ce que les deux termes, égalés à zéro, fournissent deux 
nouvelles équations, dont toutes les racines soient réelles et inégales. 
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et que la suite (le toutes ces racines réunies et rangées d’après leur 
ordre de grandeur offre alternativement une racine de l’une des deux 
nouvelles équations, puis une racine de l’autre. Lorsque ces diverses 
conditions sont remplies, on peut être assuré, non seulement que 
l’équation proposée, résolue par rapport à x, a toutes ses racines 
réelles et inégales pour une valeur quelconque de /, mais encore que 
chacune de ces racines, pour une valeur croissante de t , est toujours 
croissante ou toujours décroissante tant qu’elle reste finie. Quelques 
propositions établies par M. ltichelol (voir le Journal (h M. ('relie, t. ' 21 , 
p. 3 1 3 ) se trouvent comprises dans celles que je viens d’énoncer. 

Axai, y su. 

Me proposant de publier dans les Exercices d’Analyse et de Physique 
mathématique le Mémoire dont l’objet vient d’être indiqué, je me bor¬ 
nerai à énoncer ici les principaux théorèmes qui s’y trouvent ren¬ 
fermés, et qui, pour la plupart, se déduisent les uns des autres, en 
omettant les démonstrations que l’on retrouvera sans beaucoup de 
peine, surtout si l’on a égard à l’ordre dans lequel ces théorèmes sont 
présentés. 

§ I. — Considérations générales. 

Dans le § I, j’établis successivement les théorèmes suivants : 

Thkoukmk I. — Nommons 

* * U 

deux valeurs finies et correspondantes de t et de x, propres à vérifier 
P équation 

(') K(.r, Q—o, 

et dans le voisinage desquelles la fonction F(.r, t) reste continue par rap¬ 
port aux variables x, t. Si l'on attribue à la variable t une valeur très peu 
différente de t, par conséquent une valeur de In forme 

t 7 -{- f 9 


OEuvresdeC. — S. I. t. VI. 
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i désignant un accroissement infiniment petit, positif ou nègatij ou même 
imaginaire, l'équation ( i ), résolue par rapport à x, offrira une ou plu¬ 
sieurs racines x très peu différentes de E, et dont chacune sera de la forme 

X t -\-J, 

j désignant encore une expression réelle ou imaginaire, infiniment petite, 
qui convergera en même temps que i vers la limite zéro. De plus, le nombre 
de ces racines sera précisément le nombre de celles qui se réduiront à H dans 
l'équation 

{■>) F(.r, ?)—o. 

Tiikohkmk II. — l’(.r, /) étant une fonction réelle et déterminée des 
variables x, t, nommons 

■ ^ 

deux valeurs réelles et finies de x et de 1, qui vérifient l'équation 

E(.r, t) — o, 

et dans le voisinage desquelles la fonction K(.r, /) reste continue. Si t repré¬ 
sente une valeur maximum ou minimum de t , c’est-à-dire si t est toujours 
inférieur ou toujours supérieur aux valeurs réelles que t peut acquérir pour 
des valeurs réelles de x voisines de Quation 

E(.r, 0 — o, 

résolue par rapport à x, offrira des racines imaginaires pour certaines 
valeurs réelles de t voisines de la valeur t. 

ïiikorèmk III. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 11, 
si l'équation 

F(.r, 0 — o, 

après avoir acquis m racines réelles égales entre elles, pour une certaine 
valeur réelle t de la variable t, vient tout à coup à perdre ces racines 
réelles, pour une racine réelle de t, très voisine de t, celles-ci se trouveront 
remplacées par m racines imaginaires . 
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Théorème IV. — Si L’équation 

F(.r, 0 = o, 

résolue par rapport à x, a toutes ses racines réelles pour une valeur réelle 
quelconque de la variable t , celte dernière variable, considérée connue fonc¬ 
tion de x, ne pourra jamais acquérir un maximum ou un minimum ~ cor¬ 
respondant à une valeur \ de x tellement choisie que F(.r, l) reste fonction 
continue dans le voisinage des valeurs \ et t des variables x et t. 

Théorème V. — F(.r, /) désignant une Jonction réelle des variables x, /, 
nommons 

T 

deux valeurs réelles de x et de t, propres à vérifier l'équation 

F(.r, 0 = o, 


et dans le voisinage desquelles la fonction F(.r,/) reste confirme, avec sa 
dérivée x F(.r, t) relative à la variable t. Soit rn le nombre de racines égales 
à \ dans l'équation 


en sorte que le rapport 


'(■<",") - o, 

V 

{.t 


acquière, pour x ~ une valeur finie différente de zéro; et supposons que 
l’on puisse en dire autant de la fonction t). Enfin, nommons 0 une 

racine primitive de l’équation 

(/*"'= i. 


et posons 


F(x, t) — (x — 


/) = — 


F(.r,T 4-/ ) — F( ■/-,?) 


i désignant une quantité réelle. L’équation 
(3) F(æ% t + i) — o 


offrira, pour de très petites valeurs numériques de i, rn racines très peu 
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différentes de H, dont chacune vérifiera l’une des rn équations de la Jorrne 

1 1 

( \ ) -r ■ • i — [i II( r, /)]"', x — \ — il *[ i II (x, i )]"', 

si le signe de i est celui de la quantité 

ll(?.o) = --^n~> 

et l'une des m équations de la forme 

(•*») ,r — ç — 0 [ — /’ II (.r, i)\ m , — 0 3 {— ill(.r, <)]'"> 


si le signe de i est contraire à celui, de 11(E, <>). 

Comme, parmi les équations ( 4 ), (;>), on trouvera seulement deux 
équations réelles qui seront, ou deux des équations (4), si le nombre m 
est pair, ou l’une des équations (4) et l’une des équations (a) si ni est 
impair, on conclura du théorème V que, dans l’hypothèse admise et 
pour m > i, quelques-unes des valeurs de x , propres à vérifier les for¬ 
mules ( 4 ) et ( 5 ), deviennent imaginaires. Ajoutons que chacune de ces 
valeurs de x pourra être immédiatement développée en série par la for¬ 
mule de Lagrange. 

Théorème VI. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 11, 
si la valeur \ de x représente, non une racine simple, mais une racine mul¬ 
tiple de l’équation 

E(.r, t) o, 

en sorte que, m racines étant égales à le rapport 

F(*,r) 

acquière, pour x = üj, une valeur finie differente de zéro , l’équation 

F(.r, t) — o, 


résolue par rapport à x, offrira des racines imaginaires pour certaines 
t\qleurs de t voisines de i. 
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§ II. — Sur les racines de l’équation l — nr( x ). 


Le § II do mon Mémoire se rapporte spécialement aux racines des 
équations de la forme 

t =_ ra(.r). 

J’établis successivement, à l’égard de ces mêmes racines, les théorèmes 
suivants : 


Théorème I. — Gj(;r) étant une fonction réelle et déterminée de x, si la 
variable t, liée à la variable x par iéquation 

(i) /-.ro(.r), 

acquiert une valeur maximum ou minimum ~ pour une valeur réelle et 
finie de x , représentée par et dans le voisinage de laquelle la fonc¬ 
tion trr( x ) reste continue, l'équation (i), résolue par rapport à x, offrira 
des racines imaginaires, pour certaines valeurs de t, voisines de la valeur 

Théorème II. ~ Si /’équation 

tm-TSffr), 

résolue par rapport à x, a toutes ses racines réelles, pour une valeur réelle 
quelconque de la variable t, cette dernière variable ne pourra jamais 
acquérir un maximum ou un minimum c correspondant à une valeur 
réelle \ de x, dans le voisinage de laquelle la fonction rn ( x ) resterait 
continue. 

Théorème III. — rar(.r) étant une fonction réelle et déterminée de x, 
supposons la variable t liée à la variable x par la formule 

t ~ 77 ! (x). 

Si réquation 

( '■) TD (./•)-: T 

offre m racines égales à en sorte quon ait 

7 — ( X — C ) 111 '7 ( X ) , 
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.î(.r) désignant une fonction nouvelle qui acquière, pour x — une valeur 
finie différente de zéro, l'équation 


ou 


Tü(.r) — t -+- i. 


(•<) 


(•*' — ly 


Y(.r) 


offrira, pour de très petites valeurs numériques de i, m racines très peu 
différentes de H. Soit d'ailleurs 0 une des racines primitives de i équation 

0 *'" — i. 


('hacune des m racines de /’équation ( 3 ), correspondantes à de très petites 
valeurs numériques de i, vérifiera l’une des m formules 



si le signe de i est en même temps celui de la quantité ${x), et l'une des 
m f ormules 



si le signe de i est contraire à celui de 


Théorèmk IV. — m (.r ) étant une fonction réelle et dé terminée de la va¬ 
riable :v , et celte variable étant liée à la variable t par i équation 

l CT (.r), 

nommons \ une valeur réelle de x qui représente m racines réelles égales 
de l'équation 

T, 

en sorte que le rapport 

U' 4)"‘ 

acquière, pour x = H, une valeur finie différente de zéro. Si fa fonction 
trr(.r) reste continue dans le voisinage de la valeur x — l'équation (i), 
ou 
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résolue par rapport à v, offrira des racines imaginaires pour certaines 
valeurs réelles de t voisines de z . 

Théorème V. — ®(ic) étant une fonction réelle et déterminée de x, qui 
ne cesse d'être continue qu’en devenant infinie, si l’équation 

l — m (). 

résolue par rapport à x, a toutes ses racines réelles pour une valeur réelle 
quelconque de t , non seulement chacune des deux équations 

(G) nr(.r) — o, 

(/) m (.r)"~° 

aura pareillement toutes ses racines réelles, mais, de plus, deux racines 
réelles distinctes de l'équation (G) comprendront toujours entre elles une 
seule racine réelle de l'équation (7 ), et, réciproquement, deux racines réelles 
distinctes de l’équation (7) comprendront toujours entre elles une seule 
racine réelle de l'équation (G). 

Théorème VI. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème V, 
si les racines réunies des équations (G ) et ( 7 ) sont rangées par ordre de grau - 
deur, de manière à former une suite croissante, les divers termes de cette 
suite appartiendront alternativement à l'une et à l’autre équation ; si d'ail¬ 
leurs on nomme 

a, <é 

deux racines consécutives de l'équation (7), la seconde de ces racines a’ 
pouvant être remplacée par l'infini positif ce, et la première a par l’infini 
négatif — 00, la variable 

/ —GT(d?) 

sera toujours croissante ou toujours décroissante, tandis que la variable x 
passera de la limite a à la limite a!. 

Pour montrer une application très simple des théorèmes qui pré¬ 
cèdent, supposons 

cj(j-) —- tangaa-, 
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a désignant une constante réelle. Alors l’équation (t), réduite à 

t — tanga.*-, 

ou, ce qui revient au même, à 

_ sill a.r 
COS (X X ’ 

aura, comme on sait, toutes ses racines x réelles. Donc, en vertu des 
théorèmes V et VI, les racines des deux équations (6) et (7), ou 

si 11 a J' o et eosa.r —o, 

étant réunies et rangées par ordre de grandeur, appartiendront alter¬ 
nativement à l’une et à l’autre équation, ce qui est exact. De plus, la 
fonction 

l ~ tanga.r 

sera toujours croissante, tandis que la variable x croîtra, en passant 
d’un terme quelconque de la série 

3 TT 7T TT 3 TT 

... — --- > --J - J -5 * * * ) 

a oc 2 oc 2 oc 2 oc 

qui olTre les diverses racines de l’équation eosa.r = 0, rangées par 
ordre de grandeur, au terme suivant. 

Dans les théorèmes qui précèdent, la fonction cr(.r) était supposée 
réelle. Dans ceux qui suivent, elle est de plus rationnelle, c’est-à-dire 
représentée par une fraction dont les deux termes se réduisent à des 
fonctions entières de la variable x. 

Théorème Vil. — ci( x ) étant une fonction réelle et rationnelle de x, si 
l'équation 

ro (.*■) — t, 

résolue par rapport à x, a toutes ses racines réelles pour une valeur réelle 
quelconque de /, les degrés des deux tenues delà fmotion rationnelle or(r) 
seront égaux ou différeront entre eux d'une seule unité; de plus les racines 
de chacune des équations 

1 

ëmV) ~ 0 


w(x) — O, 
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seront réelles et inégales; enfin toutes ces racines réunies et rangées pat- 
ordre de grandeur; de manière à former une suite croissante, appartien¬ 
dront alternativement à l’une et à Vautre équation. 

Théorème VIII. — es (oc) étant une fonction réelle et rationnelle de x, si 
les degrés des deux termes de celle fonction ou fraction rationnelle sont 
égaux ou diffèrent entre eux d'une seule unité; si d’ailleurs les racines de 
chacune des équations 

rz(x)~o, —~ — o 

sont toutes réelles et inégales; si enfin ces racines, rangées par ordre de 
grandeur, appartiennent alternativement à l'une et à l’autre équation; 
alors, résolue par rapport à x, l’équation 

T3{x)— t 

aura toutes ses racines réelles pour une valeur réelle quelconque de la va¬ 
riable t. 

Théorème IX. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème VIH, 
si Von représente par 

a i, eu, a 3 ... 


les racines finies de l’équation 

i 

7 T — ^ * 

GT(.r) 

rangées dans leur ordre de grandeur, de manière à former une suite crois¬ 
sante, la valeur de 

sera toujours croissante ou toujours décroissante, tandis que la variable x 
croîtra en passant d'un terme de la série 

(8) —oo, a x , a t , a 3 , ..., oc 

au terme suivant. 


Posons, pour fixer les idées, 




4 / (- r ) [ 

<p(x)’ 


2 4 


OEuvres de C. — S. I, t. VI. 
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A'désignant une constante réelle, et o(x), ']/(#) désignant deux fonc¬ 
tions entières de x, dans chacune desquelles la plus haute puissance 
de x ait pour coefficient l’unité. L’équation 

l — ns ( x ) 

pourra s’écrire comme il suit 

t __ jdg) 

(*t pour bien comprendre le théorème IX, il sera nécessaire de distin¬ 
guer trois cas, suivant que la différence entre le degré de ']>{&) et le 
degré de ^(x) sera 

I ou o ou —1. 

Dans le premier cas, — oc, -h oc seront racines de l’équation 

i 

ra(.f ) 

et la valeur du rapport 

t 

J 

eroitra sans cesse en passant de la limite — oo à la limite oc, tandis que 
la variable r croîtra en passant d’un terme de la série (8) au terme 
suivant. 

Dans le troisième cas, — oc, + oo seront racines de l’équation 

nr(^) ™ o; 

et, tandis que la variable x croîtra en passant d’un terme a' de la 
série (8) au terme suivant a", la valeur du rapport 

t 

1 

décroîtra sans cesse, en passant de la limite o à la limite — oc, si l’on 
a d — — oc, de la limite oc à la limite zéro, si l’on a a" — oc, et de la 
limite oo à la limite — oc, si a' et a" conservent des valeurs finies. 
Enfin, dans le second cas, — oc, -h oc seront racines de l’équation 
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et, tandis que la variable x croîtra en passant d’un ternie quelconques' 
de la série (8) au terme suivant a", la valeur du rapport 


h 

croîtra ou décroîtra sans cesse, en passant généralement de la limite 
—co à la limite oc, ou réciproquement, suivant que la plus petite racine l> t 
de l’équation 

ra ( ,r ) — o 

sera inférieure ou supérieure à la plus petite racine a, de l’équation 


TO(.r) 


— O. 


Ajoutons que la première des valeurs extrêmes du rapport si l’on a 
et la seconde, si l’on a 


a — ce, 


a — x, 


ivront cesser d’être 


infinies, et se réduiront simplement à l’unité. 


128 . 


Analyse mathématique. — Sur fa détermination et la transformation 
d’un grand nombre d’intégrales definies nouvelles. 

C. R., I. XII, p. il fl (ai juin 184 0. 


Des formules générales que j’ai données dans les Exercices de Mathé¬ 
matiques, et qui s’y trouvent déduites du calcul des résidus, fournissent 
immédiatement les valeurs d’une multitude d’intégrales définies, dont 
les unes étaient connues, les autres inconnues. Parmi ces formules, 
l’une des plus remarquables est celle qui détermine les valeurs des 
intégrales prises entre les limites —ce, -f-ce, et qui comprend comme 




188 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


cas particuliers quelques résultats obtenus par Euler et par M. Laplace. 
Or ines dernières recherches sur le calcul des résidus permettent 
d’étendre considérablement cette même formule, ou plutôt de la rem¬ 
placer par d’autres qui peuvent être appliquées à la détermination ou 
à la transformation d’un grand nombre d’intégrales définies nouvelles. 
Je vais expliquer en peu de mots la marche que j’ai suivie pour arriver 
aux nouvelles formules dont il est ici question. 

Les théorèmes généraux de Calcul intégral que j’ai présentés à l’Aca¬ 
démie dans les précédentes séances servent à déterminer ou à trans¬ 
former une intégrale définie, relative à x, ou plutôt la somme s des 
valeurs de cette intégrale qui correspondent aux diverses valeurs de x 
considérée comme une fonction implicite d’une autre variable/. Sup¬ 
posons maintenant ces diverses valeurs représentées par autant d’inté¬ 
grales dont chacune offre pour seconde limite l’origine de l’intégrale 
suivante. II est clair que, dans ce cas particulier, la somme s pourra 
être réduite «à une intégrale unique que les théorèmes dont il s’agit 
serviront à déterminer ou «à transformer. Tel est le principe très simple 
à l’aide duquel je déduis des formules générales précédemment éta¬ 
blies celles qui forment l’objet spécial de ce nouveau Mémoire. 


Analyse. 


§ 1. — Formules générales. 

La variable x étant liée h la variable t par l’équation 

(0 I* (./',< ) — o, 

nommons ( I>(.r, /), Y(.r, t ) les dérivées partielles de la fonction F(.r, /), 
relatives à x et à t. Soient de plus 

f(.r) OU f(j", t) 

une autre fonction de la variable x ou des deux variables x, /, et 
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deux valeurs correspondantes de ces mêmes variables. On aura 


(2) 



'Vf-r, t ) 

a*(.c, t) 


dt, 


ou, plus généralement, 

( 3 ) Ç f{x } t) dx — — jf f(Æ-, t) (h, 

pourvu que chacune des variables x , l reste fonction continue de l’autre, 
entre les limites de l’intégration. Pour que cette condition soit rem¬ 
plie, lorsque les deux variables restent réelles, il est nécessaire et il 
suffit qu’elles varient simultanément par degrés insensibles et que, 
pour des valeurs croissantes de l’une, l’autre soit toujours croissante, 
ou toujours décroissante, du moinsentre les limites que l’on considère. 

Lorsque, dans une intégrale définie relative à x\ on remplacera, 
comme on vient de le dire, la variable x par une nouvelle variable /, 
l’équation (i), qui caractérisera la relation établie entre les deux va¬ 
riables x et t, sera ce que nous appellerons l’équation caractéristique. 

On ne devra pas oublier que la variable t est regardée comme fonc¬ 
tion de x, dans le premier membre de la formule ( 3 ), et la variable x 
comme fonction de t dans le second membre. D’ailleurs l’équation (i), 
résolue, soit par rapport à t , soit par rapport à x , peut, dans une hypo¬ 
thèse comme dans l’autre, fournir ou une seule racine ou plusieurs 
racines diverses. Concevons, pour fixer les idées, que l’équation (i), 
résolue par rapport à x, fournisse diverses racines 

x — x t , x — .r t , 

représentées par des fonctions de t qui se réduisent aux quantités 

v y v y 

ç = c.i> £ — <;*> 

dans le cas particulier où l’on suppose t — v. Puisque les deux variables 
x, t doivent, entre les limites de l’intégration, rester fonctions conti¬ 
nues l’une de l’autre, il est clair qu’à chaque valeur de x, considérée 



190 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

comme fonction de l, répondra, dans la formule ( 3 ), une seule valeur 
de / considérée comme fonction de x. Mais aux diverses valeurs de .r, 
considérée comme fonction de i, correspondront généralement diverses 
valeurs de l’intégrale 

•A 

et, en nommant s la somme de ces valeurs, c’est-à-dire en posant, pour 
abréger, 

l 'i) s—:( f(.r, t)(lx + f '((.r, t)d;r 

on tirera delà formule ( 3 ) 

_ r< f 

J x (3,oT) ’ 

ou, ce <jui revient au même, 


r (( t(v, <) 'R;, O )) 


f(3,o'r(5,o 

.R-v> 


le signe J* étant relatif à la variable auxiliaire z. 

Avant d’aller plus loin, nous avons une remarque importante à faire. 
Dans chacune des intégrales que renferme la formule ( 4 ), / est consi¬ 
déré comme fonction de x. Mais la valeur de t en x pourra varier dans 
le passage d’une intégrale à une autre, si l’équation (i), résolue par 
rapport à /, offre plusieurs racines. Iîn effet, la condition à laquelle 
cette valeur de t est assujettie, c’est que, dans chaque intégrale de la 
l’orme 

( f (x,t)</.r, 


elle se réduise à t pour x — l. Or la valeur de l qui remplit cette con¬ 
dition peut changer de forme avec la valeur de l. Si, par exemple, on a 


E ( X, t) — .r* -H t x -f- — i 


et 
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on trouvera pour valeurs de l 


Or l’équation 


i el — i . 

.1- -f- l .V H- i l — ! — O , 


résolue par rapport à /, donnera 

t — — J-.r + y/i — ,v* ou t [ ,r — y i • - J .f - ; 

et, de ces deux dernières valeurs de /, la première s’évanouira pour 
,r— i, la seconde pour.r — — r. Remarquons toutefois que, si, dans 
cet exemple, les deux valeurs de l étaient présentées sous la forme 


J —f— 


v/f 



la première seule aurait la double propriété de s’évanouir à la lois 
pour .r — i et pour.r = — i. 

Revenons à la formule (:>). Si le rapport 

*17 :,l) 


ne devient infini (jue pour des valeurs milles de F(',<), si d’ailleurs le 
résidu de la fraction 


r(i, () l 


relatif à une valeur nulle de ", oü’rc une valeur déterminée, celte for¬ 
mule donnera 


(<>) 


r' p v(±,j) ((f(^o)) 1t _ r' p / f U ’ 1 


c/L 


Si l’on remplace f(r, t) par un produit de la forme 
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l’équation (G) deviendra 


(7) *=£((f(*))) 


Aè f'liki 

l ^ ((**)) J ¥ / L)t 


f{t) du 


Enfin, si l’on remplace f(x,t) par une fonction f(a?) de la seule va¬ 
riable x, ou par une fonction f{t) de la seule variable t, on trouvera 
dans le premier cas 



f(- 


î{x)d,r -h jf t(x)dx + ...= £(( f (z) )) 1 


)) 



et dans le second cas 

fit)dx + f f(t)dx + 

J \x 




fit) dt. 


Parmi les formes diverses que peut acquérir la fonction F (a?, /), on 
doit remarquer celles dans lesquelles les variables x, t sont séparées. 
Cette séparation aura lieu, par exemple, si l’on pose 

F(.r, t) = r — m(x), 

n étant un nombre entier quelconque, et irr(a?) une fonction déter¬ 
minée de x, c’est-à-dire, en d’autres termes, si l’équation (î) se ré¬ 
duit à 

(io) t" — ny(x). 


Dans ce cas, la formule (7) donnera 


00 



findt-i 



nt n ~ x 



fit)dt. 


Si l’on suppose en particulier/! = 1, l’équation (10) sera réduite à 


(12) 


t —xsix), 



EXT K AIT N 0 128. 


193 


et les formules (7), (9) donneront 


(. 3 ) 


04 ) 


r «f(->» di - r.Sll r • 

<^ U 1 ,)) J. x t-TX(z) «--)) / , 

I" •--£« O f 

r/r 


<//, 


nr - 


/(O 




^ 11 . — Formules relaliees au cas où les racines de l 'lu/ nation caractéristù/ue 

sont taules réelles. 

Parmi les résultats que l’on peut déduire des principes établis dans 
le premier paragraphe, on doit surtout remarquer ceux que l’on obtient 
quand on suppose que l’équation caractéristique, résolue par rapport 
à la variable r, a toutes ses racines réelles pour une valeur réelle quel¬ 
conque de la variable /. 

Admettons cette hypothèse; supposons encore, pour plus de sim¬ 
plicité, que l'équation caractéristique se présente sous la forme 

( 1 ) t.-.r, t(.c), 

gj(x) désignant une fonction réelle et déterminée de a-; et concevons 
d’abord que celle fonction cr(.r) se réduise à une fraction rationnelle. 
On pourra prendre 

m(.r) , /, 

? ( ■>' ) 

A- désignant une constante réelle et y (ce), v}/(.r) deux fonctions entières 
de t dans chacune desquelles le coefficient de la plus haute puissance 
de .r se réduise à l’unité. Cela posé, chacune des deux équations 


00 

( ; 0 


*!(•/•) — O, 

r 

•• o. 


w(./) 

et par suite aussi chacune des deux équations 

( 4 ) 'H-*’) °> 

( 5 ) «.(.r)—o, 

GF.uvres de C. — S. I, t. VI. 


>> 



COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


19 V 

«lira toutes ses racines réelles et inégales. Supposons que ces racines, 
rangées d’après leur ordre de grandeur, de manière à former une suite 
croissante, soient respectivement 

(0) rr 2 , « 3 , ... 

pour l’équation ( >), et 

(;) />,, (> t , b 3 . ••• 

% 

pour l’équation ( 4 ). Suivant ce qui a été dit dans le précédent Mémoire, 
«leux termes consécutifs de chacune des suites (6), (7) comprendront 
entre eux un seul terme de l’autre suite, et les degrés des fondions 
entières 


<Kd (.»• />,)O ?( r ) — (•'■ — - «1 )• • • 

seront égaux ou différeront entre eux d’une seule unité. On aura donc 
trois cas à considérer suivant que la différence entre l<‘ degré d<‘ '|(.rj 
et 1<‘ degré de ^(.r) sera 

1 OU O ou — I. 


Si l’on nomme n le nombre «jui représente les degrés lors«|u’ils sont 
égaux, et le plus grand des deux, quand ils sont inégaux, ces mêmes 
degrés seront respectivement, dans le premier cas, 


dans le second cas 
dans le troisième cas 


n et n — 1 ; 


n et /< ; 


n — 1 et n. 


On aura par suite, dans le premier cas, 


(*> 


t __ k (•<’ —M(- r — M • 

( X — a t )...(./• 


dans le second cas 


t a- (g— MU ’ — ht) • 
(.r «,) (.r «*) . 


• (.0 — M. 

tin —1 ) 


• — K ). 

• (.r — (t n Ÿ 


(9) 
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et dans le troisième cas 

(,«) l-J. r -■> .. 

(.r — tf,)(.r — «,) . . . (./• — 

Voyons maintenant ((uelles seront, pour ces trois valeurs de /, les 
valeurs de la somme désignée dans le premier paragraphe par la lettre v. 

Dans le premier cas, tandis que la variable .r passera d’un terme de 
la série 

-X, a u « 1 , .... y-> 

au terme suivant, le rapport 

/ 

X 

croîtra sans cesse, en passant de la limite — oc à ht limite oc. Donc 
alors, dans les diverses formules du premier paragraphe, on pourra 
prendre pour 

i et r 

deux quantités (inies quelconques, l/équation (<8j, résolue par rap¬ 
port à r, fournira d’ailleurs, pour une valeur quelconque de / ou de -, 
les valeurs correspondantes des quantités 


Çl > £*2) • • • ♦ » 

qui se trouveront comprises, la première entre les limites — oc, </,, la 
seconde entre les limites a,, a.,, ..., la dernière entre les limites 

sc- 

Si, pour fixer les idées, on prend 

L 

~ - o> - — co, 

la formule (4) du § I donnera 

J X»"l f* (t \ 

' f(.c, l)dx H ... 4- / f(.r, t) d.r. 

I>, J/’n 
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Si l’on prend, au contraire. 


OO. I. —: O, 


la meme formule donnera 


1 '* ) S : 


r h ' r bi r h " 

:/ f( ./•, l)d.r -H / l‘(.r, l)d.r ■+•... -I- / ï(r,l)d.i 


Knfin, si l’on prend 


t t 

ï ;~~*’ /, ' *’ 


on trouvera 


/ » <h r» ,l î /•*> 

f(.r, 1 ) d.r -| / f(.4-, t ) d.r -H... 4- / f (.r, < ) <7.r 

- 30 . 


ou, ce qui revient au même, 


f f {.r,l)d.r. 

* J - OO 


D’ailleurs, la valeur de .ÿ (jue détermine la formule (t i) ou (12) s’ex¬ 
primera, en vertu de l’équation ((>) du § I er , à l’aide d’intégrales définies 
relatives à /, et [irises entre deux limites dont l’une sera zéro, l’autre 
étant dz oo. La même équation, appliquée à la valeur de s que détermine 
la formule ( 1 3 ), donnera 


Z* 30 

Ci) dz ï(.r,(.)du~ £ 

* x> J *. 


((f(--,'))) 


i-tn(s) J ((;■>)) 


r* 

! 1 


<lt 


t ro| 


le double signe ± devant être réduit au signe -f- ou au signe — , sui¬ 
vant que la constante k sera positive ou négative. 

Considérons maintenant le second cas où la.valcur de / en .v est fournie 
par l’équation (9). Dans ce cas, tandis que la variable æ passera d’un 
terme de la série 


30 , y (1%, • • • » &n — 1 ? G/a ^ 
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au terme suivant, le rapport 

t. 

/, 

croîtra ou décroîtra sans cesse, suivant que l’on aura «,</>, ou 
De plus les deux limites entre lesquelles croîtra ou décroîtra le rapporl 

~ seront généralement — oc cl. -+- oc ou -h oc et — oo. Seulement l’une 

de ces limites se trouvera remplacée par l’unité quand l’une des limites 
de la variable r sera — oc ou oc. Par conséquent on pourra prendre, 
pour 

t cl r, 


dans les diverses formules du § I er , non plus deux quantités finies quel¬ 
conques, mais deux quantités finies simultanément comprises, soit 
entre les limites 

A el oc, 


soit entre les limites 


- u: cl A. 


Si d’ailleurs on nomme 


(«•"O 


oc. 


c n - 1 f 




les n racines de l’équation 

vs(•r) —k ou 'l(.c) --?(./•), 

l’équation (9), résolue par rapporta x, fournira, pour une valeur quel¬ 
conque de l ou de -, les valeurs correspondantes des quantités 

,/'l , .1 . • • y J h 

OU 

SU 42? • • • 7 Ça/j 

qui se trouveront comprises, ou, la première entre les limites -oc, a,, 
la seconde entre les limites c t , « 2 , ..., la dernière entre les limites 
c„_,, a n ; ou bien, la première entre les limites c,, la seconde entre 
les limites a», c. x , .... la dernière entre les limites a„, oc. 
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Si, pour fixer les idées, on prend 


00 


T = /, l— . " /., 

b x 


la rormule (/|) du $ 1 er donnera 


(i<i) 


p ,l \ /* tl n 

•V—- J -h I Ç(æ, t)d.t . .-H / f(.r, 


Si l’on prend au contraire 


— GC 


* - b x ~-a\ 

la même formule donnera 


/« , t --- /., 


(17) .V.-r-: ^ f(.r, 

et il suffira d’ajouter la somme ( 1 (») à la somme (17), pour obtenir une 
nouvelle somme équivalente à l’intégrale 



r(,r, t)dt\ 

D’ailleurs la valeur de .y, que détermine la formule (11) ou (12), s’ex¬ 
primera, en vertu de la formule (G) du § I er , à l’aide d’intégrales définies 
relatives à /, prises entre les limites 



ou entre les limites 




OC 

*1— «1 




— 00 


V 


d. 


k et 




Donc, à l’aide d’intégrales de la même forme, mais prises entre les 
limites 
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on pourra exprimer la valeur de l’intégrale 


11)9 


J ((.r,t)d.r. 


On se trouvera ainsi ramené de nouveau à la formule (i/J). Seulement, 
dans celte formule, le double signe ± devra être réduit au signe -h ou 

au signe —, suivant que la constante-^ f sera positive ou négative. 

Si à la limite h de la variable t on substituait la limite zéro, il fau¬ 
drait, à n termes consécutifs de la suite 


— '/O, (•,, ('•», <■„, X, 

substituer les quantités 

b„. 


D’ailleurs zéro sera renfermé entre les deux limites 


ou entre les limites 


A ot 



A 


oo 


/>> 


fi, 


A cl A, 


suivant que les deux quantités k et b, — a, seront affectées de signes 
contraires ou du même signe. On pourra donc, suivant que l’une ou 
l’autre condition sera remplie, déterminer encore, après la substitution 
dont il s’agit et à l’aide des principes établis dans le § I er , la valeur de 
la somme (16) ou (17), réduite, au signe près, à la suivant»! : 

r h ' r h> r u " 

(18) / fp-,/) di- l- j f ( .r, f ) <h •-|- . . . i- I 


Cette dernière somme comprend, comme cas particuliers, c»db*s »|iii 
ont été déterminées par M. Riclielot. 

Considérons enfin le troisième cas où la valeur de t en r est fournie 
par l’équation (10). Dans ce cas, tandis que la variable r croîtra en 
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passant d’un terme de la série 

OC, (l \, (( 2 , • • • * An — 1 » ^// > ^ 

au ferme suivant, le rapport 

/ 

J 

décroîtra sans cesse en passant généralement de la limite oc à la limite 
— oc. Seulement l’une de ces deux limites se trouvera remplacée par 
zéro quand l’une des limites de la variable r sera —oc ou oc. Par con¬ 
séquent, on pourra prendre pour 

/ el r, 

dans les diverses formules du § 1 er , non pas deux quantités tinies quel¬ 
conques, mais doux quantités finies simultanément comprises, soit 
outre les limites 

o et x, 

soit outre les limites 

— cc el o. 

D’ailleurs, l’équation (io), résolue par rapport it r, fournira, pour une 
valeur quelconque de / ou de t, les valeurs correspondantes des quan¬ 
tités 

•*1 > 2 y • * * y n 

OU 

qui se trouveront comprises, ou, la première entre les limites — oc, 
n,, la seconde entre les limites b,, a.,, ..., la dernière entre les limites 
ci u ; ou bien encore, la première entre les limites a n h { , la se¬ 
conde entre les limites a.,, b.,, ..., la dernière entre les limites a„, co. 
Si, pour fixer les idées, on prend 

/ 

~ — o, y — ~ », 


la formule ( 4 ) du § I er donnera 
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Si l’on prend, au contraire. 


oc. 


I - O. 


la même formule donnera 

( ’to) 


■V— ( f(.r, t) dv !- C f( .r. / ) d.r f-. . . ! / U.r,t)cf.i; 

* ft. * *1. «-A». 


et il suffira d’ajouter la somme (19) à la somme f 20) pour obtenir une 
nouvelle somme équivalente à l’intégrale 

),/.r. 

» - - 30 

D’ailleurs la valeur de .v que détermine la formule (19) ou (20) s’ex¬ 
primera, en vertu delà formule (G) du § I er , à l’aide d’intégrales défi¬ 
nies relatives à /, et prises entre les limites 


ou 


<> et -oc./,, 
00./, et o. 


Donc, à l’aide d’intégrales de la même forme, mais prises entre les 
limites 

cc./», -oc./., 

on pourra exprimer la valeur de l’intégrale 

f !'( •/', 0 (li . 

* «- oc 

On se trouvera ainsi ramené encore à la formule (i/j). Seulement, dans 
cette formule, le double signe devra être réduit au signe — ou au 
signe -4-, suivant que la constante k sera positive ou négative. 

.le donnerai, dans d’autres articles, de nombreuses applications des 
formules générales que je viens d’établir et, en particulier, de la for¬ 
mule (14). J’examinerai aussi ce que deviennent ces diverses formules 
quand cr(.r) est une fonction transcendante. 


OEuvres de C. — S. I, t. VI. 
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129 . 

Analyse mathématique. — Mémoire sur /’intégration des systèmes d’équa¬ 
tions aux différentielles partielles, et sur les phénomènes dont celte 
intégration fait connaître les lois dans les questions de Physique ma¬ 
thématique. 

C. H., l. XIII, p. i (A juillet i8ji). 

J’ai donné, pour l’intégration d’un système quelconque d’équations 
linéaires aux différences partielles, une méthode générale qui réduit 
le problème à la formation de l’équation caractéristique et à la déter¬ 
mination de la fonction que j’ai nommée fonction principale. La for¬ 
mation de l’équation caractéristique ne présente aucune difficulté. 
Supposons d’ailleurs, pour fixer les idées, que les variables indépen¬ 
dantes, comme il arrive dans les problèmes de Mécanique, se réduisent 
à quatre variables qui représentent trois coordonnées .r, y , 2, et le 
temps t. La fonction principale devra être déterminée par la double 
condition de vérifier l’équation caractéristique et de s’évanouir pour 
une valeur donnée, par exemple, pour une valeur nulle de t, avec 
toutes ses dérivées relatives à t, jusqu’à celle dont l’ordre est inférieur 
d’une seule unité à l’exposant de la plus haute puissance de D, que 
renferme cette équation. Si, d’autre part, cette plus haute puissance 
de D r se trouve, comme il arrive d’ordinaire, multipliée par un coeffi¬ 
cient constant, la fonction principale sera complètement déterminée 
par les conditions que nous venons d’énoncer, et elle pourra être 
représentée par une intégrale définie sextuple. Enfin, si le premier 
membre de l’équation caractéristique est une fonction homogène de 

l) x , i) y , D-, D„ 

l’intégrale sextuple pourra être, comme je l’ai prouvé en i 83 o, réduite 
à une intégrale définie quadruple, ou même à une intégrale définie 
.double, si la fonction homogène est du second degré. 

Lorsque le système des équations proposées se rapporte à une ques- 
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tion de Physique mathématique, alors il suit de la réduction ci-dessus 
mentionnée que si, à l’origine du mouvement, certaines fonctions des 
variables indépendantes ou de leurs dérivées n’ont de valeurs sen¬ 
sibles que dans un très petit espace, elles n’auront de valeurs sensibles, 
au bout du temps t, que dans l’intérieur de certaines surfaces courbes. 
Donc alors, la propagation du mouvement donnera naissance à cer¬ 
taines ondes sonores, lumineuses, etc., terminées intérieurement par 
les surfaces dont il s’agit. A de grandes distances des centres de mou¬ 
vement, ces surfaces courbes deviendront sensiblement planes, et les 
mouvements propagés deviendront ce que j’ai nommé des mouvements 
simples. La considération directe de ces mouvements simples permet 
d’abréger considérablement les calculs, et d’obtenir avec une grande 
facilité les lois de la propagation à de grandes distances des centres 
d’ébranlement. 

Dans mes Mémoires de 1829 et tle i 83 o, les deux méthodes que je 
viens d’indiquer se trouvent appliquées l’une et l’autre à la détermina¬ 
tion de la surface des ondes que produit un ébranlement primitif dans 
un système de molécules sollicitées par des forces d’attraction ou de 
répulsion mutuelle. La première méthode est celle dont j’ai fait usage 
dans le Mémoire du 12 janvier 1829, dans une Note que renferme le 
Bulletin de M. «le Férussac d’avril i 83 o, enfin dans le Mémoire qui a 
pour objet l’intégration d’une certaine classe d’équations aux diffé¬ 
rences partielles, et le phénomène dont cette intégration fait connaître 
les lois dans les questions de Physique mathématique. La seconde mé¬ 
thode est celle que j!ai développée dans les Exercices (le Mathématiques. 
Elle m’a conduit très facilement auxjois de la polarisation, et, en la 
suivant, dans les Mémoires des 3 i mai et 7 juin i 83 o, je suis arrivé à 
conclure que Fresnel avait raison contre un illustre géomètre, en affir¬ 
mant l’existence de vibrations transversales perpendiculaires aux 
directions des rayons lumineux. Il est juste d’observer que le même 
géomètre a reconnu depuis l’existence de ces vibrations et prouvé que 
leur propagation, avec la vitesse que j’avais calculée, était une consé¬ 
quence nécessaire des intégrales générales. Ajoutons que les lois de la 
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polarisation, comme on devait s’y attendre, peuvent se déduire des in¬ 
tégrales générales aussi bien que de la considération des ondes planes. 
C’est ce <|ne M. Blanchet avait très bien vu dès l’année i 83 o, et ce que 
nous aurons bientôt l’occasion de rappeler en rendant compte de l’im¬ 
portant Mémoire qu’il a présenté dernièrement à l’Académie. Obser¬ 
vons enfin que les intégrales sextuples, qui représentent les valeurs 
générales des inconnues propres à vérifier un système d’équations 
linéaires aux différences partielles, et qui, après leur réduction, four¬ 
nissent les lois des phénomènes, peuvent elles-mêmes être considérées 
comme déduites de la considération des ondes planes. En effet, pour 
obtenir ces intégrales, il suffit de décomposer les fonctions de <r, y, z, 
«|ui représentent les valeurs initiales des inconnues ou de leurs déri¬ 
vées, en une infinité de parties respectivement proportionnelles à des 
exponentielles dont chacune a pour exposant une fonction linéaire; et 
il est clair que, si l’on représente par .r, y, s des coordonnées recti¬ 
lignes, les diverses valeurs d’une fonction linéaire de ces coordonnées 
correspondront à divers plans parallèles les uns aux autres. Par consé¬ 
quent, la décomposition dont je parle, et qui s’effectue à l’aide de la 
formule de Kourier, ou plutôt à l’aide d’une formule du même genre 
que j’ai substituée à la première {voir le XIX e Cahier du Journal de 
l'École Poly/ec/mif/ue), revient à considérer l’état initial comme formé 
par la superposition d’une infinité d’ondes planes. 

Nous avons maintenant une remarque importante à faire. Les phéno¬ 
mènes dont on se propose de trouver les lois, à l’aide des intégrales 
générales, sont ordinairement ceux qui se produisent lorsque les dé¬ 
placements des molécules et leurs vitesses ne sont sensibles à l’origine 
du mouvement que dans un espace très resserré, par exemple dans le 
voisinage de l’origine des coordonnées. Mais alors l’emploi des for¬ 
mules, dont je parlais tout à l’heure, a le grand inconvénient de repré¬ 
senter un ébranlement initial circonscrit dans un très petit espace par 
la superposition d’une infinité d’ondes planes dont chacune s’étend à 
l’infini. Ayant recherché s’il ne serait pas possible de faire disparaître 
cet inconvénient, j’ai eu le bonheur de réussir. Le moyen par lequel 
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j’y suis parvenu m’a été suggéré par un tait digne, ce me semble, de 
l’attention des physiciens, et que j’ai déjà cité dans les 7 e et 8 e livrai¬ 
sons de mes Exercices cl'Analyse. Je vais d’abord le rappeler en peu de 
mots. 

Les mouvements simples et par ondes planes ne sont pas les seuls 
dans lesquels les inconnues puissent être exprimées par des fonctions 
Unies des variables indépendantes : il existe d’autres mouvements oit 
celte condition se trouve pareillement remplie. Ainsi, en particulier, 
lorsque, dans un système isotrope, les équations des mouvements infi¬ 
niment petits deviennent homogènes, des intégrales en termes Unis 
peuvent représenter des ondes sphériques du genre de celles que j’ai 
mentionnées dans les Comptes rendus des séances de /’Académie des 
Sciences, t. II, p. 4^5 ('), savoir, des ondes dans lesquelles les vibra¬ 
tions moléculaires soient dirigées suivant les éléments de circonfé¬ 
rences de cercles parallèles tracées sur des surfaces sphériques; ces 
vibrations étant semblables entre elles et isochrones pour tous les 
points d’une même circonférence. Pareillement, si ce qu’on appelle la 
surface des ondes est un ellipsoïde, des intégrales en termes finis 
représenteront encore des ondes ellipsoïdales. Ajoutons que ces di¬ 
verses ondes auront, comme les ondes planes, la propriété remarquable 
de se propager en conservant toujours les mêmes épaisseurs. Cela 
posé, il était évident pour moi qu’il y aurait un grand avantage à con¬ 
sidérer, s’il était possible, un ébranlement initial, circonscrit dans un 
très petit espace, comme résultant de la superposition, non plus d'une 
infinité d’ondes planes dont chacune s’étende à l’infini, mais d’une infi¬ 
nité d’ondes limitées, par exemple d’ondes sphériques ou d’ondes 
ellipsoïdales. Or cela est effectivement possible, comme le prouvent 
les formules nouvelles que j’ai l’honneur de présenter à l’Académie, 
et comme il était facile de le prévoir. Par suite, les lois de la propa¬ 
gation du mouvement dans les milieux isotropes, par exemple, peuvent 
se déduire immédiatement, et même sans calcul, de la connaissance 

(*) OEtares de ( <itichy\ S. I, T. IV, |>. J>. 
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des lois relatives à la propagation des ondes sphériques. Or, comme 
ees dernières se trouvent représentées par des intégrales en termes 
finis, que l’on obtient sans peine et sans le secours du Calcul intégral, 
il en résulte que, dans les milieux isotropes, les lois de la propagation 
du son, de la lumière, etc., peuvent être établies très simplement, 
de manière même que la plupart des raisonnements, auxquels on a 
recours, puissent être exposés dans les Traités élémentaires de Phy¬ 
sique. La même observation s’applique au cas où la surface de l’onde 
est ellipsoïdale. Ajoutons que, dans tous les cas, il y aura un grand 
avantage à décomposer un ébranlement initial limité en ondes de la 
forme de celles qui peuvent se propager dans le milieu que l’on consi¬ 
dère. Or cette forme peut être déterminée à l’avance et se déduit 
immédiatement de la forme même de l’équation caractéristique, 
comme je l’ai montré dans les divers Mémoires que j’ai publiés en 
r8 io. 

Au reste, la seule décomposition d’un ébranlement initial, circon¬ 
scrit dans un très petit espace en ondes limitées renfermées dans ce 
même espace, est déjà très utile, quand même ces ondes n’auraient 
pas la forme de celles qui peuvent se propager dans le milieu que l’on 
considère et seraient, par exemple, réduites, dans tous les cas, à des 
ondes sphériques. En effet, il suffira de substituer une de ces ondes 
à l’état initial et de particulariser ainsi cet état pour que les intégrales 
générales, celles mêmes qui se déduisent de la considération des ondes 
planes, subissent de nouvelles réductions qui permettront de recon¬ 
naître plus facilement les lois des phénomènes; et ces lois une fois 
établies pour un état initial représenté, par exemple, par une seule 
onde sphérique, continueront de subsister pour un état initial repré¬ 
senté par un système d’ondes sphériques, c’est-à-dire pour un état ini¬ 
tial quelconque. 

Je me bornerai, dans le présent Mémoire, à établir les formules 
générales qui servent à décomposer un état initial en ondes d’une 
forme donnée, et à déduire de ces formules les intégrales qui repré¬ 
sentent les ondes sphériques ou ellipsoïdales. Dans un autre Mémoire, 
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j’appliquerai les mêmes formules à l’intégration des équations homo¬ 
gènes, ou même non homogènes, par exemple de celles qui repré¬ 
sentent les ondulations lumineuses dans le cas où l’on a égard à la 
dispersion de la lumière. 

Analyse. 


§ I er . — Formules générales. 

On a, comme l’on sait, en désignant par i une quantité positive, qui 
peut d’ailleurs être très petite, 


r tdr 

J 0 «*"-+- r* 


On en conclut, en désignant par 0 une autre quantité positive et rem- 
plaçant r par 0V, 

r tdr _ T. 

X 


puis, en différentiant par rapport à G et posant, après la dilférentia 
lion, 0 = f, e — i, 


f m £ r* dr 

n 

F* r* dr 

_ 7t 


= V 

J ,1 Ô"+r*)* = 

~~ f 


Ces dernières équations, que l’on peut d’ailleurs établir directement, 
vont nous fournir les moyens d’obtenir des formules générales relatives 
à la transformation des fonctions de trois variables indépendantes. 

Soit 

f( r » y, -) 


une fonction arbitraire de trois variables x, y, z, qui pourront être 
considérées comme représentant trois coordonnées rectangulaires. Soit 
encore 

(l) V — 


une fonction des mêmes variables, homogène, et tellement choisie que 
la surface représentée par l’équation (i), pour une valeur donnée det. 
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soif une surface; convexe, par conséquent une surface continue, fermée 
de toutes parts et rencontrée en un seul point par un rayon vecteur 
mené à partir de l’origine, ou même à partir d’un point intérieur quel¬ 
conque, dans uni* direction donnée. Enfin soit 

t ■>■) & ■ •*(>• . >, /•* - y, v — s) 

ce que devient t quand on y remplace 


A, [j., v désignant les coordonnées rectangulaires d’un nouveau point 
distinct du point (.r, r, g); et supposons l’intégrale triple 


(•») 


ffflÜ 


étendue à toutes les valeurs de 

(J., V 

<11li répondent aux divers points d’un volume V dont l’enveloppe exté¬ 
rieure, composée de surfaces planes ou courbes, soit d’ailleurs con¬ 
vexe, comme la surface représentée par l’équation (i). Si l’on trans¬ 
forme les coordonnées rectangulaires 

[J., V 

en coordonnées polaires />,</, r, en plaçant la nouvelle origine au point 
(.r, y, z ), à l’aide des formules connues 

(4) 1 —/ cos/j, /jl >■r sin/> cos7, v c. — /• sin/> siiw/ ; 

si d’ailleurs on suppose le point ( r, y, z) renfermé lui-même dans le 
volume y, on trouvera, puisque la fonction ,f(.r, y, z) est liomogène et 
en supposant de plus qu'elle soit du premier degré. 
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la valeur tle U étant 

(G) il = .7 (cos/), si n cos y, si n /> sii» </) 


et, par suite. 



s /■* sin/> ... 

( 7 *~üv*j* (,r + rC(>s/> ’ y + r s,l,/ ' cos '/» 


; + /• sin/> s'm</)<//>'(!</ <h\ 


l’intégration devant être effectuée par rapport aux variables //, q entre 
les limites 

p = o, p — r, v — o, y • •< r, 

et par rapport à /• depuis une valeur nulle du rayon vecteur / jusqu’à 
la valeur p qui répond au point où la direction de ce même rayon, dé¬ 
terminée par les angles p et q, rencontre l’enveloppe du volume v. 

Concevons à présent que le nombre £ devienne infiniment petit. 
Alors le rapport 

j /•* si o/) 

(!* + !??)» 


sera sensiblement nul, excepté dans le cas où r différera très peu de 
zéro, et où, par suite, on aura, sans erreur sensible, 

f(.r 4- r cos/), y 4- /• sin/) C.0S7, : w si 11/) si 117) =; f(.r, v, ; ). 


Donc la formule (7) donnera sensiblement 

.71 ,-,2 TT /t p • 

/ / » ff <11 


(») 




Si, dans cette dernière équation, on remplace / par ^ > elle donnera 
(9) S — f(.r, V, -) 


1,1 z*** /* » / * sin/> 1 . 

7 ^ ïr t < { / >f/ 'l dr - 


O ^ Ü U 




D’ailleurs, £ étant très petit, on aura sensiblement 

/ ‘ r— ~Tïî dr ~ - 7* 

J ti (l + c 1 ) 1 C 7- /- 5 J 2 '1 


OF.11vrcsdeC.-S. I. t. VI. 


*7 
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Donc, si l’on pose, pour abréger. 


( H>) 


<•) == 



d<j (//) y 


la formule (<)) pourra être réduite à 


(■>) 


S —• <•) f(.r, y, z), 


et l’équation ( 3 ) donnera 

S././,/ 

la valeur de <îi étant toujours déterminée par la formule 

.■n -?(>. — ./•, p —r, v — z), 


et l’intégrale triple s’étendant à tous les systèmes de valeurs de A, u, 
v (|ui répondent à des points renfermés dans le volume K>. 

Dans ce, qui précède, nous avons supposé que f(.r, v, ~) était une 
fonction homogène du premier degré. Mais il est clair que l’on parvien¬ 
drait. encore à la formule (12), dans le cas contraire, si le rapport y 

se réduisait à une constante finie et différente de zéro, pour une valeur 
nulle de r. Seulement alors la valeur de H ne serait plus celle que 
détermineraient les formules ((>) et (io). 

Pour montrer une application très simple de la formule (12), suppo¬ 
sons l’équation (1) réduite à 

(C>) + 


La surface représentée par cette équation deviendra une surface sphé¬ 
rique; et, comme on trouvera 


o 


(■) 


'* f 


la formule (12) donnera 


<<-".) 


f( 3) 



ra, v ) 

s' 2 -h cl 1 )* 


(Ù, dp dv, 
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la valeur ,& s étant 

( i:> ) - (À — .r) ; 4- (n - y )* H- ( V - 5 y ! . 

Or, pour des valeurs indéterminées de 

cft 1 / > P 1 » A 

l’équation (i 5 ), si l’on y regarde les coordonnées 

comme variables, représentera elle-même une sphère dont le rayon 
serait, le eentrecoïncidant avec le point) A, u, v). Ainsi l'équation ( i. | 
peut être considérée comme servant à décomposer une l’onction quel¬ 
conque des coordonnées rectangulaires r, v, ? en une inimité de 
termes dont chacun, étant de la forme 


-- [> 2 -b (./• 


e I'( >■, /*, v) 

>■)* +• (y — p )*'■+* (- 


(//. (ftJL (h) y 


conserve la même valeur, tandis que l’on parcourt la surface d’une 
sphère qui a pour centre le point (A, ;jl, v). Si, dans une question de 
Physique mathématique, la fonction 


l'( Z ) 


représente le déplacement initial ou la vitesse initiale d’une molécule 
dans l’intérieur du volume \ r \ ou plus généralement la valeur initiale 
d’une inconnue quelconque a, la formule (i/j) pourra être considérée 
comme propre à décomposer l’état initial en une infinité d’autres états 
dont chacun offrirait ce qu’on peut appeler une onde sphérique, la valeur 
de l’inconnue a restant alors la même dans tous les points situés à la 
même distance du point (A, p.,v). 

Dans le cas général, la formule (iZj) pourra être considérée comme 
servant à décomposer un état initial donné en une infinité d’autres du 
genre de celui qu’on obtient quand la valeur initiale d’une inconnue a 
dépend uniquement du paramètre t de la surface représentée par l’équa¬ 
tion (i). Chacun de ces derniers états offrira ce que nous appellerons 
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une onde ou sphérique, ou ellipsoïdale, etc., suivant que la surface 
représentée par l’équation ( i ) sera ou une sphère, ou un ellipsoïde, etc. 

Si l’équation (i), se réduisant à celle d’un ellipsoïde, était de la 
forme 

1 

( i fi ) v — ( a x 1 -h b y 1 -h c z' 2 4- dyz -f* i c z.r -f- ), J\ry ) 2 , 

a, b, c, d , e,f désignant des quantités constantes, la formule (io) don¬ 
nerait 


(ô étant une quantité positive déterminée par l’équation 
( i H ) (0- — abc — ad' 1 — bc 2 — c.f l - 1- r>. dcf; 

et, pur suite, la formule (12) se réduirait à 

<•»> «•<•./. 0 =~jfj 

la valeur de a 2 étant 





a(.v - ly- + b( v — [j.y .K(i-v)' 

+ a d(y — fi) (z — y) +• sc(;- v) (,r — X) -f- a/( x - X) (/ — /jl). 


Alors aussi l’équation (20) représenterait un ellipsoïde dont le centre 
coïnciderait avec le point Çk, p, v). 

lin terminant ce paragraphe, nous ferons encore une remarque. On 
pourrait déduire l’équation (r^), et c’est même ainsi que je l’ai d’ahord 
trouvée, de la formule 


(ai) 


y, z) — j'j f f f f dydv. 


que j’ai substituée à la formule de Fourier (voir le XIX e Cahier du 
Journal de l'Ecole Polytechnique, ainsi que les Exercices de Mathéma¬ 
tiques), et qui suppose l’intégration relative à chacune des variables 
auxiliaires a, 6, y effectuée entre les limites — cc, ce. Quant aux inté¬ 
grations relatives aux variables auxiliaires p, v, elles devront être, 




EXTRAIT N» 1 * 29 . 


dans la formule (21), comme dans la formule ( 1 4 )* étendues à Ions les 
points du volume %?, si la fonction f(a\v, z) n’a de valeur sensible que 
dans l’intérieur de ce volume. Or la formule (21) peut s’écrire comme 


f -) 


-///* !’()., ij., v) (O. (/'J <h. 


la valeur de X étant 


( r>.3 ) X 


:i r 30 r “ /* ’ 


*-«(.>• tmyi;- vn v 1 d x ( /c rfy. 


D’ailleurs, si les variables auxiliaires 


a, o, y 


sont considérées, dans l’équation (a'i), comme représentant des coor¬ 
données rectangulaires, puis transformées en coordonnées polaires à 
l’aide des formules 


x — r eos />, 


/sm p cos «y, y — /• sut p snw/, 


alors, en posant, pou r abréger, 
et 

(.r — X) cos p - 4 - (y — i u ) si» p cos 7 4- ( 3 — v) sin/> siuy - 1 cosô. 


on trouvera 


,71 / • - 71 /-» » 


c 1 rri,Hr ‘ v 1 /•* si 11 p <ip <t<i ih . 


0 0 ^0 


Par suite, en considérant l’intégrale 


l e irc»s5J-~i f .i ( / r 


comme la limite vers laquelle converge la suivante 


f c~ zr e x - rcMr 'y/- > /•* (//•, 
«1 


tandis que le nombre £ s’approche indéfiniment de la limite zéro, et 
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iU 

ayant égard à la formule connue 

7T / » 2 TC 

I /(vc 
c 0 

on aura délinitiveinent 

(■«',) . 1 . --~- 

U ' 7t* (€*+i*)* 

Or cette dernière valeur de A-, substituée dans l'équation (22), la fait 
effectivement coïncider avec l’équation (il). 



oso) sin/j (//u/7 -r ‘ir. I /(v cos/>) sin/J r//> 

J 0 


$ II. — Ondes sphériques ou ellipsoïdales . 


Supposons que* I<‘ polynôme 

aa ' 1 h b Y 1 H- c z- ■• {- -h 'àcz;v 4- a/n* 

étant positif pour des valeurs quelconques de .r, y, et la fonction 

E(.r, r, j, O 

étant de la forme 

E(.r, y, z, l ) uj - b y 1 +- c z i -f- 2 dyz -h ■». c z.r -h ■>. J'.ry - • 

rinconnue a doive vérilier l'équation aux différences partielles 
i i ) l’(D. r . D y , IL, 1 ),)» =~- <>, 

les variables .r, y, / représentant d’ailleurs trois coordonnées rectan¬ 
gulaires et le temps. On pourra satisfaire à l’équation (i), en posant 

( 2 ) H CT (ll.r -|- IT - h H 1 ; ± St ), 

la lettre n indiquant une fonction arbitraire, et u, r, o\ s désignant des 
coefficients constants liés entre eux par la formule 

C») E (», c, ic, 5 ) — o. 

Par suite, on vérifiera encore l’équation (i), si l’on pose 
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la valeur de x étant 

... n.r -f- *’>' + »»•; 

(.,) v —- ! -» 

S 


et K désignant une fonction quelconque des coefficients u, e, n . D’ail¬ 
leurs, pour une valeur constante de x, l'équation (.ï) représentera un 
plan dont la position sera variable dans l’espace avec* les valeurs des 
coefficients 

", 

et la surface, enveloppe de ce plan, pourra encore être représentée par 
l’équation (:”>) pourvu que l’on y considère 

non plus comme des quantités constantes, mais comme des fonctions 
de r, v, z déterminées par la formule 

r y ; H.r-h i' r + n'; 

( )] î)„.v iMi>, v ■-. 

Or, sous cette condition et en posant, pour abréger, 


1 


(7) 

(0 : ( abc 

— ad '- - 

- btd -f/ 2 -+- a (b-/) 2 , 


hc — <I l 

b — 

en — e- ab — / l 

, , > ( * —- . * y 


l .o 2 


(£>* tO 2 

(*) 

J 

\ 





o 

ftl — be de ef 

y | -—r—— y 


\ a) 2 


u> a) 2 


on verra l’équation (.>) se réduire à la suivante 

(9 ) i* — a ./•* -I- I) ) 2 9- e 3 * •?. (I >'3 ■+- 9.0. z.r ■>. f.ry, 

qui, pour une valeur constante d<; x, représente un ellipsoïde. Enfin 
on s’assurera aisément que la valeur de a fournie par la formule (a , 
quand on y substitue la valeur de x que donne la formule (<)), conti¬ 
nuera «le vérifier l’équation (i), si l’on y suppose 


(.O) 
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Ainsi 

(") 


GT ( ï. H— t ) 


t 



X 


représen toron t doux intégrales particulières de l’équation (i). 

Supposons maintenant que la valeur initiale de a, correspondante à 
une valeur nulle de dépende uniquement de la quantité positive», 
considérée comme fonction de x, y, z en vertu de la formule (9). Si 
l’on représente cette valeur initiale par f(t), en supposant nulle la 
valeur initiale de D,a, c’est-à-dire si l’on assujettit l’inconnue « à véri¬ 
fier, pour / = o, les deux conditions 

H r___i | (x ) ? J) j H (), 

il est clair qu’on pourra prendre 


Gl(l -H- O GT(v — /) 

V} —i- 


X v 


pourvu que l’on prenne, en supposant» positif, 

(■:*) GT(v) = GJ(— i) = vf(i). 

Or, si la valeur initiale f(») de « n’est sensible qu’à de très petites dis¬ 
tances de l’origine, et entre les limites 

v = —e, 

£ désignant un nombre très petit, la valeur de a, au bout du temps l, 
ne sera sensible qu’entre les limites 

( 1 \ ) X ~ i — S , X — t -H £ , 

par conséquent entre les surfaces des deux ellipsoïdes représentés par 
les équations (14). Ajoutons que, si l’épaisseur de l’onde comprise 
entre ces deux ellipsoïdes est mesurée dans le sens de la nouvelle 
coordonnée », cette épaisseur sera constante et représentée par ?.i. 
Observons enfin que la formule (19) du § I er permettra de ramener 
immédiatement le cas où la valeur initiale de a serait d’une forme 
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quelconque, mais sensible seulement dans le voisinage de l’origine, au 
cas que nous venons de traiter. 

Lorsqu’on suppose 


on a par suite 


a ~z~ b ~c, d = <v - / O, 

a h — c, d — e — f — o. 


et l’équation (9), réduite à 
( 1 5 ) v 1 -- a (.r s + r 2 h- ;* ) , 

représente, non plus un ellipsoïde, mais une sphère, lorsqu’on attribue 
à t une valeur constante. Alors, par suite, les ondes ellipsoïdales si* 
réduisent à des ondes sphériques. 

Dans un prochain Article je montrerai comment la formule (12) 
fournit les lois de la propagation des ondes sphériques ou ellipsoïdales 
dans les milieux élastiques. 


180 . 

Calcul intégral. — Mémoire sur l'emploi rie la transformation ries coor¬ 
données pour la détermination et la réduction ries intégrales définies 
multiples. 

C. H., t, XIII, p. 31 (\>. juillet i84n. 

Dans un Article que renferme la 49 e livraison des Exercices rie Ma¬ 
thématiques ( 1 ), j’ai fait voir que le passage d’un système de coordonnées 
à un autre fournit le moyen d’établir quelques formules dignes de 
remarque, qui servent à la transformation ou à la réduction de cer¬ 
taines intégrales définies simples ou doubles, et qui comprennent, 
comme cas particulier, une formule donnée, en 1819, par .Vf. Poisson. 


(») OEttvres de Cauchy, Série II, Tome IX. 
OF.uvres <te C. — S. I, t. VI. 


28 
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Je me propose, dons ce nouveau Mémoire, d’établir quelques autres 
formules du même genre. Lorsqu’on les applique à la transformation 
de l’intégrale quadruple qui représente la fonction principale propre à 
vérifier une équation caractéristique homogène aux différences par¬ 
tielles, on voit cette intégrale prendre successivement diverses formes, 
parmi lesquelles se trouvent comprises celles que M. Blanchet a obte¬ 
nues, dans le Journal de Mathématiques de M. Liouvillc. 


Analyse. 

$ I' M ’. — Formules déduites de la transformation des coordonnées 

dans un plan . 

Soient r, y «leux variables réelles, et 

•‘(•■O, ï(.r, Y) 

«leux fonctions réelles di> ces variables. Il est facile «le voir que, si l’on 
représente par 

«, 5 , 5 ' 

des constantes réelles, on aura, non seulement 


(O 


f f(« c) dx - •■!= / /'(.«• ) dx, 

J . * \ 7T y / oc 


mais encore 


(■«; 


* » , * * 

/ / «*.<• 
7 «C M» 


■+- 7 y, o.r o 


1 /• * /•* 

» d.r dy — ^ / / f(.c, /) dx dy , 

™ * ' OO * ' K. 


Ü «lésignant une «piantité positive déterminée par la formuh» 

(:t) SJ V''( aS'-- x'ê)*. 

Supposons maintenant que, dans la formule (2), on remplace les 
variables a-, y, considérées comme représentant des coordonnées rec¬ 
tangulaires, par des coordonnées polaires /•, à l’aide des formules 
connues 

x r COS/», J' /' Sill/», 



EXTRAIT N° 130. 


219 


que l’on peut écrire comme il suit 

r ~ ///*, V — ( 7 % 

en posant, pour abréger, 

(4) // ~ cos/i, t=sin/>; 

on trouvera 


( 5 ) j ! f[(a u i - a' e) r, (6 it i 6V) /■] r dp dr — ^ / I \\nr , i 
Si d’ailleurs, en supposant 

v y /./' 2 -|- v *, 

on fait, dans la formule ( 5 ), 

f( r . .r) —■ ~> ~')> 

alors, en ayant égard h l’équation 

I re r dr i, 

*• « 

et posant, pour abréger, 

(G) e^IXaM + st'e)* i-(S« !-6V) f l*. 

on tirera de la formule ( 5 ) 

<7) J o J r H ’ «. /h* i >./ 0 

Si l’on supposait les coefficients 


/ ^ /■*/ 

a, a'; c, o 


assujettis à vérifier les conditions 


( 8 ) 


a* -4- 6 * = i, a'* -+- S ' 2 - ■ i, aa'-t- 8 o'i_ o, 


on aurait, par suite, 


û = i, e = i; 


r)rdpdr. 
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et la formule (7) se trouverait réduite à 

(<) ) //(*«-+- »'<’> S « + S , |’) '//> — <5 / /( «, *0 '//>. 

*A> »-■ 0 


§ II. — Formules déduites de la transformation <les coordonnées 

dans l'espace. 


Soient 




y, ~ 


trois variables réelles, 

y, 5) 

une fonction réelle de ces variables, et 

3t. 3C , 3t , b, b , o ; y, y , y 

neuf constantes réelles. Il est aisé de s’assurer que, si l’on pose 

(1 ) il — y\3tc'y" 3to"y' l a'6"y — a'6y"-+- «»6y 7 — 3t"6'y) s , 

on aura 

♦ an » oe * aô 

flf f( a ‘ r '+’* 6*** H- 6'r -4- 6"<s, y -f- y'/ + y"c) c/r r/r 

ao — 3t> «-_96 

1 y* /** /•* 

H / / / f(•*', K, ~) d.rdydz. 

m m *' — * *' — 06 * ao 



Supposons maintenant que, dans cette dernière formule, on rem¬ 
place les variables 


•*’» y> 


considérées comme représentant des coordonnées rectangulaires, par 
des coordonnées polaires 

p> <h '> 


;i l’aide des formules connues 

,r - ;• cos/j, p ~ r siti/a cos'/, /•:—/• sin/> siny, 

que l’on peut écrire comme il suit 

.* ur, y — 5 — * vr, 
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en posant, pour abréger, 

(3) m— cos/), t’ = sin/)COsy, w — sîii/j sin <7. 

On trouvera 


/» 1 T /^ao 

III f[(a« + aV 4-«"(»•)/•, (6 u -t- 6'e -h SV)/•,(•/« -I ■ */V -l- y"ir)/ , |<Vy <//>iV/ 

1/ o 0 0 


(-0 


/, 2 TC ., 7 : 


J S* •< /% 30 

y / l’( f//', ir, uv ) /• sin/> f/7 dp dr. 

Si d’ailleurs, en supposant 


t y;.).' 1 -f- j'' i- . 

on fait, dans la formule (4), 

t(‘ r > /» - ) — • ~ e ~ x f (“* ~ ’ ~ ) ’ 
alors, en ayant égard à l’équation 

- / r'c '■(//• — 1 , 

a J. 

et posant, pour abréger, 

(5) B [(au -4- a'r -f- a%^) 2 -t- (S u |- 6V -h o"tr) 2 -H (y u h y'r 4- /tr) 1 ] 2 » 

on tirera de la formule (4) 


( 6 ) 


[fi 


/ 


/a u - 4 - a'f 4* a"tr 6 u h SV -h 6"ir y u -H y V -h /V’ v si n/> dq <1/ 


V B 7 B 


r~i~ y u' v sm/> 

B / B :J 


.,27t ..7T 

= fj jf jf /( "> »’) sin/) cl({ dp. 

Si l’on supposait les coefficients 


a, «', a"; 6, 6', S’; y, /, /' 


assujettis à vérifier les conditions 


( 7 ) 


a* -H S* +y* =1, a" -H S' 1 !-•/" . 1. l :' 1 1- y" 2 


a'a"+ 6'6* 4- y'y'= 0, «'si + S'S-f •/'*/ - o, «*'+ €S'+ y/ 


O, 



222 


COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 


on aurait, par suite, 

i J — i, 0 = i, 

et la formule (;>) se trouverait réduite à 


(«) 



u 4- aV -i- a*«r, 6 u 4- 6V -h 6"vr, y » +- yV 4- y"«’) sin/)^ dp 



u, tv) sin/) ('/y dp. 


Si les trois dernières des conditions (7) étaient seules remplies, 
alors, en posant 

( 9 ) p (a 5 -h 6* 4 - y*)*, p'— («'* 4- 6'* 4 - y' 2 )'*, p" = (a ffJ 4- 6"* 4 - y" 4 )’ 2 . 


on trouverait 

( 10 ) SJ - pp'p", 0 — (p ! m 2 4- p ,J c* 4- p" s ir*)i 

Lorsque, dans la formule (8), on suppose la fonction f{x,y, 3) 
réduite à une fonction f{cc) de la seule variable .r, on a simplement 


00 





/( a cos p -f- oc'sin/J cos <y -4 a'' sin/> siiu/) sinyo dq r//> 
'2 7 T / /( cos/>) sin/> dp. 


c’est-à-dire que l’on se trouve ramené à la formule donnée par M. Pois¬ 
son, en 1819. 

Si, dans l’équation (6), on pose 


/■(.r, y, z ) = 





les valeurs de x, ^ étant 


V = (.r* + y 4- s*)*, 

1 

( é —- /i.r 4- ky 4- Is , («./■* 4- /> ) ’ -h r; s 4 - idyz 4 - sew 4- 2 fxy)*. 


il suffira, pour satisfaire aux trois dernières des conditions (7), de 
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prendre pour 


a, 6, y, 0 ; a', 6', /, 5'; a', 6’, /', 5" 


trois systèmes de valeurs de 


2 . 6, 7 » r J' 

choisis de manière à vérifier la formule 


( 12 ) 


a a -h/6 -+- ey 
a 


/ a -4- h 6 -f- r/y 


ea-l-(/6 |-fy 

7 


* cl correspondants aux trois racines de l’équation en 0, que l’on obtien¬ 
drait en éliminant de cette formule a, 6\ y. Supposons d’ailleurs que 
les équations 

/ ax -4- J'y 4- ez—.x, 

(i3) ! J'x + b y f- dz y, 


e X -f- il y -f- C Z : : Z, 


étant résolues par rapport «à r, donnent 

; ax 4- f y 4- ez, 
(!.'») ! y —■ f x i- b y 4- dz, 

( s = ex 4 -dy i- cz. 


Enfin nommons P, Q ce que deviennent ‘i.’ et / quand on y remplace 


et posons 


(. 5 ) 


./•, v, ; par u, c, te, 

| ® = ( abc — ail* --- be 1 — <\j" 1 4- a (h-J ) 1 , 

! K = (a h"- 4- foA 1 4- c/* + 2(1/./ 4 - 2 (ilb 4 - 2 r hky. 


On tirera de la formule ((>) 


<»*>) 



Ûwpdq dp 

p;— 


si n pdq 


r* '* • 

3 fl / x SM 

0(0/ l(K ‘‘ 0S/> ) , / 

w ^ «/q cos 1 /* y cos 2 /) 


Cette dernière équation coïncide avec l’une de celles que j’ai données 
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Avant (le terminer ce paragraphe, nous citerons encore une formule 
générale à laquelle on se trouve conduit par la transformation des 
coordonnées rectangulaires en coordonnées polaires. Si, dans l’équa¬ 
tion connue 


* 1 7 ) 



on remplace 

f z) par e 
et si l’on pose d’ailleurs 


(18) V — j ~ J- --- tang/> cos y, W — 


if 

— — lang/> S1117, 


on trouvera 


*7T ,,7l 


(•{)) 


f I 

t7 0 ^0 


/(V, W) 


sill p dij rlp 
cos 3 /; y/eos *p 


r* » r* « 


W)rfV ,AV. 


Nous avons, dans ce Mémoire, employé, pour la réduction des inté¬ 
grales définies doubles, des transformations de coordonnées rectangu¬ 
laires en d’autres coordonnées rectangulaires ou polaires. On obtien¬ 
drait de nouvelles réductions du même genre si l’on employait, comme 
je l’ai fait autrefois dans le cours de Mécanique de la Faculté des 
Sciences, des coordonnées d’une nature quelconque, en considérant 
un point de l’espace comme déterminé par l’intersection de trois sur¬ 
faces courbes, dont chacune se trouverait représentée en coordonnées 
rectangulaires par une équation qui renfermerait un paramètre va¬ 
riable. C’est là, au reste, un sujet sur lequel je me propose de revenir 
dans un autre Article. 
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131 . 

Calcul intégral.^ — Mémoire sur (/muses transformations remarquables de 
/a fonction principale qui vérifie une équation caractéristique homogène 
aux différences partielles. 

(’. R., T. XIII, p. i" (i>- juillet 18 Ji>. 

Supposons que 

F(.r,v, z, t) 

représente une fonction de x, y, z, t, homogène du degré n, et dans 
laquelle le coefficient de t ' 1 se réduise à l’imité. Nommons d’ailleurs ra 
une fonction principale assujettie à vérifier, quel que soit t, réquation 
caractéristique homogène 

(M, pour t -- o, les conditions 

(a) üt — o, |) r BT = o, I ) " “ 1 m m(.r, y, - ). 


La valeur générale de trr, comme je l’ai fait voir dans le Huile lin de 
M. do Férussae, en i 83 <>, et, (tins récemment, dans mes Exercices 
d’Analyse, pourra être représentée par une intégrale définie quadruple. 
On aura, en effet, 


=-srrn 


(3) 


CT 


f 


c»r 


1 1 7 siii/7sin0cT(À, [ jl , v) 

(( F(//, )) 


dfj <lf) (h rtO 
eos*3 yeos 2 o 


le signé f étant relatif aux diverses valeurs de la variable auxiliaire <o # 
considérée comme racine de l’équation 

( \ ) V(k, c, «»’, '.>) o; 


les valeurs A, p., v, cos£ étant déterminées par les formules 

( 5 ) }, — ,r -4- a.v. p = -+- €.ï, v=:; + ys. 

(6) cos5 == a« -t- 6c -t- yie; . 


OFsUvrcs de C. — S. I, t. VL 


29 
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et les valeurs de a, C, y, 

u, v, w, s étant 


( OL COS 

6 = sin 0 eosr, 

y — sin 0 sinr, 

( 7 ) 1 


1 U ' COS /). 

c = sin/> cos'/, 

u’ ~ sin/; sin'/; 

(H) 

fi) t 

*= . «s* 



Ajoutons que la caractéristique 

R? " 

devra être réduite à I), si l’on a n = 2, remplacée par l’unité, si l’on a 
n - 3 , et indiquera n — 3 intégrations effectuées par rapport à /, à 
partir de l’origine / = o, si le nombre entier n devient supérieur à 3. 
Il est bon d’observer que, la fonction 

l’V, y, z, t) 

étant homogène, les racines w de l’équation 
(9) F(Iim, lie, lui’, 01 ) — O 

seront les produits de b par les racines correspondantes de l’équa¬ 
tion ( \ ), <|uel que soit d’ailleurs le facteur b. Cela posé, n étant le 
degré de F(.-r, y, s, /), on pourra généralement remplacer la for¬ 
mule ( 3 ) par celle-ci 

^ D*~" ç** çit çi* çic ^ f J )"~if î sin/>sintf bt(X, ju., v) d</ dp (h dO 

' |n) ïWj' J 0 ./„ J 0 ^ cos^o’ 

pourvu qu’à la formule (8) on substitue la suivante : 

(1 )i 

(II) S=i - s* 

hcoso 


Si, pour fixer les idées, on prend b = ^ on aura 

, . R?" r iK r* {' in ,» sin/> sin£>ni(X, u, v) dqdpdrdO 

(,3) -=-roJl J, J, J. "77 F 7,,L,- ^r^Pi’ 
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la valeur de s étant 


m 


0 , 'Ot COS P r,)t 

( 1 3) s— - - = .-— ---- . 

coso a 4 -6 la»g/> cosy + •/lang/> smy 

On peut observer encore que le dernier membre de la formule (Ci) cl 
la fonction 

f(«, ~t — > «W(., taiig/>cosy, tang/)siny, m) 


ne renferment l’angle /> que sous le signe tang, e( que, si l’on pose, 
pour abréger, 

tang/) — /., 

011 aura généralement 


ci) 


Cm 


si np dp 
cos -p y/cos 1 /) 


^f m A* WPtiï. 

1 oc 


Cela posé, la formule (12) donnera 


( 1 5 ) TïT — 


/•** r n r™ r m ,> m« -*£* siiiOnv<%,/x. v> 

J 0 J o J a c ' (( F O > 4 «os 7, A situ/, w7)j 



d~ d r i dt/ <U ,, 


pourvu que l’on pose 


(16) 

et 

07 ) 


icosoy , —-.-- , .., 

\/ Kcmp ;J — V(* + 0* «° 8 '/ + 7 4 Sl »V )‘ 


.V 


fp) t 

K ’ 


Les formules établies dans le précédent Mémoire fournissent aussi 
divers moyens de transformer le second membre de l’équation ÇV) 
ou (12). 

Supposons, par exemple, que l’on veuille appliquer à cette transfor¬ 
mation la formule ( 8 ) de la page 222. L’application pourra s’elfectuer de 
deux manières différentes. En effet, on pourra, ou remplacer les varia¬ 
bles a, e, w, considérées comme représentant les coordonnées rectan- 
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gulaires d’un point situé à l’unité de distance de l’origine, par d’au¬ 
tres coordonnées rectangulaires de la forme 

au -f- a' r -f- oc" \v t Gu - f- 6' c -h G" w f y a 4- y' f -4- y" 

ou remplacer les variables 

», 6, y, 

considérées pareillement comme représentant les coordonnées rectan¬ 
gulaires d’un point situé à l’unité de distance de l’origine, par d’autres 
coordonnées rectangulaires de la forme 

ux -H u 1 o -+- u"y, ca -+- e'6 c "y, ica ic'G -+- ir"y. 

L’angle o se trouvera remplacé, dans le premier cas, par />; dans le 
second cas, par 0; et, par suite, on tirera de la formule (12), dans le 
premier cas, 

Di‘~" r r ‘ ^ r.>" _, £ , sin/>sintfKT(X,/i,v) d<j dpclx<l r J 

J 0 J 0 J 0 ./ 0 <w '' ((O)) cos 2 /jyA:os ;1 /< 

la valeur de t) étant 


(' 9 ) 




-M' 

-4- a- f ■ a" — y 

U U 


6 •+* 6' 1 4- 6" 


\v 


tr 


, y 4 - y-h y — > O) 

// /* ' # ti * u , 


et la valeur de s étant 


(ao) • s — 

Au contraire, dans le second cas, on tirera de la formule ( 3 ) 

^ ^ ])? " f * 771 Ç* p (,) n ~ l l 2 sin/>sinOnr(>,,/jL,v) dffdpdzdO 

( ». i ) ct — ~ V J u J o ^ ((i’(«, r, ic, r„ ) )) cos 2 rj V /^T Tj ’ 

les valeurs de X, p., v, s étant 

( 




l=x+(«a + K'6 + u" y) s, 
[à — y - 4- ( c a -+- e' 6 -f- c" y).v, 
v — z (ica -4- ir'6 -+- w”y)s ; 
tot 




cos 'J 
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Si maintenant on pose k = lang/> dans la formule (18), on trouvera 

w, .=_ m r r r 

J, J; J-, «"» 1 

la valeur de ü étant 


) t* ~ F [a •+• k (a' cos y ■+■ a' sin </), 6+Â- ( 6'cosy-+•8' sin y), •/ I- A ( -/ f cos 7 h y" sin 7), m|: 

• Â* ç 

puis, en remplaçant k par -> et w par on trouvera 


i)? " r* r r r sîu^bt(>., a,^), ,,, ,, 

w B =-^i XI X.i~.pp-w*. 


le signe £ étant relatif à la variable $, la valeur de s étant 

) rS=^F[ai + (a'cos</ + a'sin7)/>‘, 6 M-( 6 'cosy 4-S''siny)X, y t -1- (/cos y 4-y" sin y)/*, •<], 


et les valeurs de X, ja, v étant données par les formules 

(.V) X — j? -b a.S p--j’ + ps t v -■:-!■ y.v. 

Si, au contraire, on pose A* = tangO dans la formule (ai), on trou¬ 
vera 


(» 8 ) 



p f.)" 1 1 2 sin/) ht(X, //, v) 
^ r, fi»))) 


y 7, 2 <7r <7/> d(j dL\ 


les valeurs de X, ;jl, v étant déterminées par les formules 

; X ~ j?-+- [« -+-(«'cosr-l-«" sinr)/i J'.)/, 
(29) < ju — >' h- [c 4 - (t>' cost i ,v sinr)/]&t<, 

| v z 4 - [»»’ 4 - (tr'cosr 4- "sin r ) /. ] m / ;. 


puis, en remplaçant Æ par on trouvera 

, D? " r™ f* r ÎT ' r r «»- , sin/>w(X,f* f v) .... . .. 

w *=-ïW. ii J.M 
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I«s valeurs de X, p., v étant 

| ?. + \ut -t- («'cosr + «"sinr)/']o) > 

( 3 i) - /!/. — _>* -f- f *’/ -+■(<»'cosr 4- e’sin *)k ]«, 

| V 3 + [«■/ + (ir'cosr 4- H'" SÎIIt) A ]«. 

Les rormules (2/1), (26), et celle que l’on déduirait de la formule (18), 
en ayant égard à l’équation (19) de la page 22^, s’accordent avec les 
formules trouvées par M. Blanchet, dansle cas où l’équation caractéris¬ 
tique est du sixième ordre, et qui peuvent être étendues, comme il l’a 
remarqué lui-même, au cas où cette équation caractéristique serait 
d’un ordre plus élevé. 

Lorsque 

K(.r, r, 3, l) 

se réduit à une fonction homogène de t et de la variable r déterminée 
par la formule 

r~-.z^.r*+ 

la valeur de s, déduite de l’équation 

( 3 2 ) <S ~ O, 


dans laquelle on suppose s défini par la formule (27), se réduit à une 
fonction du binôme 

k l + 1 \ 


Comme alors on a 



et, par suite, en nommant /(.v) une fonction quelconque de s, 

D</(.«) — j, D* /(.v), 

la formule (26) donne 

( 33 ) B = JL DJ- r f', tgjMp h.fi*> **, 

4 * J 0 J 0 c " ((*(«*, 6 t,yt,s))) 
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pourvu que le produit 

'■* /, -) — (-r* + .r* -1- - 1 ) ro(.r, r, ;) 

se réduise à zéro avec -• 

r 

Dans un autre Mémoire, nous montrerons ce que deviennent les for¬ 
mules précédentes, quand on particularise la fonction tn(..r, y, =), et 
nous déduirons des formules ainsi obtenues les lois des mouvements 
représentés par un système d’équations aux différences partielles. 


Calcul intégral. — Mémoire sur /'intégration des systèmes d'équations 
linéaires aux différences partielles. 

(’. R., T. XIII, p. .{G (ta juillet 1841). 

Ce Mémoire a pour objet la détermination de la fonction principale 
qui vérifie l’équation caractéristique correspondante h un système 
donné d’équations linéaires. 

Le premier paragraphe se rapporte au cas où l’équation caractéris¬ 
tique est homogène. Dans ce cas, la fonction principale, comme je l’ai 
prouvé en i 83 o, peut être réduite à une intégrale quadruple. La dé¬ 
composition de l’état initial en ondes sphériques me fournit une réduc¬ 
tion nouvelle, et la fonction principale, correspondante à chaque onde 
sphérique, se trouve simplement représentée par une intégrale double. 

Le second paragraphe est relatif au cas où l’équation caractéristique 
cesse d’être homogène. Alors, en substituant à l’équation caractéris¬ 
tique donnée une autre équation, qui en différé peu et soit homogène, 
j’obtiens la valeur de la fonction principale, par le moyen d’une série 
dont chaque terme se calcule aisément à l’aide du théorème relatif aux 
équations linéaires, auxquelles on ajoute un second membre que l’on 
suppose fonction des variables indépendantes. 


* 
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133. 

Calcul intégral. — Mémoire sur la réduction de la fonction principale 
t/ui vérifie une équation caractéristique homogène. 

C. H., t. XIII, p. 97 (19 juillet 1841). 

Considérons un système d’équations linéaires aux dérivées partielles 
et à coefficients constants, dans lesquelles les variables indépendantes 
soient les trois coordonnées rectangulaires x, y, z d’un point quel¬ 
conque de l’espace, et le temps /. Si l’équation caractéristique, corres¬ 
pondante au système des équations données, est homogène, la fonction 
principale, propre à vérifier (“elle équation caractéristique, pourra 
être représentée à l’aide d’une intégrale quadruple, comme je l’ai 
prouvé, il y a longtemps, dans mes Leçons au Collège de France [voir, 
dans le Bulletin des Sciences de M. de Férussac, le Cahier d’avril i83o). 
Or, pour que cette intégrale quadruple se réduise à une intégrale 
double, il suffit que la fonction arbitraire de x, y, s, de laquelle dé¬ 
pend la fonction principale, se réduise à une fonction de la distance 
du point (x,y,z) à l’origine des coordonnées. On peut d’ailleurs, 
comme je l’ai montré dans un précédent Mémoire, ramener à ce cas 
particulier le cas plus général où la fonction arbitraire dont il s’agit 
prend une forme quelconque. 

La réduction que j’obtiens est fondée sur l’emploi d’une formule que 
j’ai donnée dans la 49 e livraison des Exercices de Mathématiques. Je 
rappellerai cette formule dans le premier paragraphe du présent Mé¬ 
moire, et je la ferai servir dans le second paragraphe à la réduction 
énoncée. 

Analyse. 

§ I 01 '. — Formules préliminaires. 

Supposons que, les valeurs de u, c, n> étant 

(O 


U - cos p, 


c — si 11 p cos <7 


*c= sin/>sin</, 
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P» Q représentent des fonctions réelles des variables u, e, »r, et que ces 
fonctions soient déterminées par les formules 

(a) P = au 4- €<> 4- y*»’, 

1 

(3) Q — (aid-h b (’*-+- co’*4- a dew 4- a eov/ h a /«»•)*, 

A, r, r/, e,/*; a, S, y désignant des constantes réelles. Concevons 
encore que les équations 

(4 ) «// !- /»> -+- cw — c">, />/ -h /•>»• r/tr — eu ! de 1 - ru \R', 

étant résolues par rapport à u, e, <r, donnent 

(à) m — aO -h (\‘> 4- cW, e — fO 4- b\‘> 4- d»î?>, w •— oO 4- d^' i evRc 

Enfin posons 

1 

(G) 0 — (abc — r/r/ 2 — ie 2 — c/ ~ - h 2 def ) 2 , 

ou, rc qui revient au meme, 


(7) ^ (abc — ad 2 — !>o 2 — cf 2 4- ■? <lef) 2 , 

( 8 ) K — ( a ol "- 4 - b S 2 4 - ey* 4- a <1 cy 4 - •>. o y 7 . 4 a l’aS ) - , 


et nommons f(a?) une fonction quelconque de a*. Une formule établie 
dans la /j() e livraison des Exercices (le Mathématiques, <*1 qui se déduit 
aussi des calculs que j’ai présentés à l’Académie dans la dernière, 
séance, donnera 


(<)) 



si !)/) d<j df) 
<P 



(’()S<•/ ) sill p dp. 


O11 peut, dans les formules qui précèdent, considérer les variables 


qui vérifient l’équation 


u, e, »»', 

u* -t- r s 4 - 


comme représentant les trois coordonnées rectangulaires d’un point A 

3 o 


OKuvres de C. — S. I, t. VI. 
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situé à l’unité de distance de l’origine 0 . Si d’ailleurs les coefficients 


vérifient la condition 


a*-b- 6*-b y* = i, 


ils pourront être censés représenter encore les coordonnées d’un point B 
situé à l’unité de distance de l’origine; et, si l’on nomme £ l’angle com¬ 
pris entre les droites OA, OB, on aura évidemment 

(m) cos o — xu b c H- y <r = P ; 

d’où il résulte <jue l’écjnation (io) pourra s’écrire comme il suit 

c» r ^ r f(Kc., 5 / , )S in ; . rf ,, 

' • 0 * 0 \ %. / ■%. *b() 

Considérons maintenant, d’une part la droite OB représentée par l'é¬ 
quation 

/ 'n x v z 

(«•O - — r = -» 

x b y 

et, d’autre part, l’ellipsoïde représenté par l’équation 

( i -\) <t- e* -b b y' 1 -b c z' 1 -b a dyz -b '*■ e zx + x fxy _ i. 

Celte dernière équation pourra se mettre sous la forme 


-b -T V 


pourvu que l’on pose 


| dx ~b jy “b C Z — «\», 

J'x -b b y -b dz = .T, 

' CX -b dy -b CZ — tr. 


Supposons d’ailleurs le point (a?,y, s) choisi sur la surface de l’ellip¬ 
soïde de manière que le plan tangent, mené par ce point à l’ellipsoïde, 
soit perpendiculaire à la droite OB. On aura 

... A t ALr ~b .T r -b & z _ i 

* S “ y ~ xx -b S ,y -b y z~ ~ x~x+lïy+ÿh* 
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et, comme les équations (i;>) donneront 

,r — afX 4 - f5+ et-, 
y = f \- -4- b.v > dt-, 
z --- e'-K- 4- il -T 4- c i-. 


07) 


on tirera de la formule (16), après avoir réuni les termes correspon¬ 
dants des (rois premières fractions, respectivement multipliés : i° par 
les coefficients a, f, e; 2 0 par les coefficients f, b, d; 3 " par les coeffi¬ 
cients e, d, c. 


i æ y z 

a w 4 - 6 y 4 -y z ' a a 4- t'6 -h g y l'a -i- ho h dy ea + dô t- cy ’ 

puis on conclura de cette dernière formule, en réunissant les termes 
correspondants des trois dernières fractions, respectivement multipliés 
par a, 6 , y, 

i a.r 4- Gyyz 

a.r 4 - 6 )• - H yz ~~ K' 2 

et par conséquent 

K ± (a.r 4- 6y 4 -yz). 

Donc, la ({uantité positive K représentera la valeur numérique du pro¬ 
duit 

a.r 4- € c 4- y -, 

c’est-ii-dire, la distance de l’origine au plan qui touche l’ellipsoïde re¬ 
présenté par l'équation (i 4 )» et qui est perpendiculaire à la droite OH. 
Cette conclusion suppose que les coefficients a, 6 , y vérifient la condi¬ 
tion (io). Dans le cas contraire, K serait le produit de la distance dont 
il s’agit par la longueur y/a*4- 6 * 4 - y*. Quant à la quantité H, elle re¬ 
présentera, dans tous les cas, le quotient qu’on obtient en divisant 
l’unité par le produit des trois demi-axes de l’ellipsoïde (i r j), ou, ce 
qui revient au même, par le } du volume du parallélépipède cir¬ 
conscrit. 

Observons encore que, dans tous les cas, la valeur de K 2 sera ce que 
devient la fonction 


P-«H + 6r4 y if 
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quand on y substitue les valeurs de u, e, tirées des formules 

ntt -{- /(’ + t'ir — %, fti bv h- tlsv 6, eu -+- de -4- cte — y, 

ou, ce qui revient au même, des équations 

(>8) -J- D^Q ! = 8, J-D w Q 4 =y. 

De plus, pour obtenir la quantité B 2 , il suffira de poser 
(„,) ?»>«Q 2 ilLQ* ^ H>.vO; _ fJ 

tt e "" te ' ’ 


ou, ee «|ui revient au même, 


(».o) 


<ttt 4- fe -\- 6'ir 

tt 


fit -I- be (- d ir eu -(- de -f- c'»r 

C (!’ 


— 0 , 


puis d’éliminer tt, e, w de la formule (20), et de faire 0 — o dans le 
premier membre de l'équation résultante 

— 0) (6 — fl ) (e — 0 ) — (a — 0 ) d' — (6 — b )<** — (c — fl )/* e ■>. rfty o, 

éerite sous une forme telle que le coefficient de O 3 se réduise à — 1. 
On peut dire aussi que la valeur de B 2 sera le produit des trois racines 
de l’équation en 0. 

Si, dans l’équation (8), on remplace la fonction f par sa dérivée f, 
l’intégration indiquée dans le second membre pourra s’effectuer, et l’on 
trouvera 

i\K) — f( — k) __e r' K r n (vyinpdtfdr 

( . fc ■ " X w/“ O* . 


Si, de plus, f(.r) désigne une fonction impaire de a:, on aura 


et par suit»* 




f(K) = -f(-K), 


|'(_K) «_ f‘ tn r* /v\ tin pjt/dp 

k - /,*./, X w/ 


Soient maintenant 




EXTRAIT N° 133. 


237 


< k t 

i 

( %) ) V — ( UvT 2 1)/* 4- C v 2 |- > (l j3 -H >. 0 SX -H 2 f .Vf y, 

co que deviennent P et K quand on y remplace 

x, 6 , •/ par x, y, j. 

La formule (22) donnera 

f(0-f(— 0__0 r ,K /^f,/s \*in P 

( " J) "“W, .( \QA V ’ 

puis, en supposant que f(a?) soit une fonction impaire do x, c’est- 
à-dire, en supposant que l’on ait 


ou en conclura 

( ! 7 ) 

Lutin, si l’on pose 



ci — b — c = 1 , cl c - - / 


on aura, par suite, 

a r_ |) — C ” I, (1 0 l‘ . O, 

W 1, 0 1, 

et la formule (a(>) donnera 


f( / ' ) — f(— /’) _ 1 


r- n r* 

; / / f'(«)sm i>flt/dp, 

* * » * 4 ) 


(« 8 ) 

la valeur de r étant 

('!«)) 

puis on en conclura, si f(a?) est une fonction impaire de x, 


2 77 


= 1- ; J ; 


(3o) 


('(/;) __ 1 
'• ~ \nJo 




f (ç) sinpclc/cl/>. 



4QO 
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l'f.r) 




=/(•*•), 


/ (^) sera une /onction nairc ,1.. / 

.~-=::r:„r;ri: 

Kïïï ^ Mb ^ «.- «■%* 

, 1 e |„ scul(! vari . ||l|(> ’ ' " e com ""' Gnetum , 1 e *, K , -, 

« - U.V -f- y -, 

l'Vsl-à-diro, d’une roncliun lin ,-mit , • . 

• fimsfomiali,,,, remariai,le fournil „ *• ->'• =■ Celte 

l Mur '« linéaires „ T°,‘ ° ,r "*C’fî-eti,,n 

.Wuioire. ’ Umm "»“» 1 “l>li<|M«ro„s dans „„ 


Soit 


‘(rUnctio,, >{<■ ta fonction principale , 

. •*-*. 


f >$ene. 


foncliun des variai,!,... 


J, /) 






ii'wni’Ki."», du degré et dans la,|t,elie I,. ,, »• ■ 

“ 1 !«' fonction |»ri„ei„.,le J " ICICIU llc '* . .«luise 

'-■■H.li,u« ‘ ‘“' t CWres l’""'l«»‘<’ » I o, U a t i„„ cmc . 


(') 

sera 

(■0 


* (I)j:, i) r , I);, I),)rn — Gj 
])•■-« /•*« ,* - 
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le signe £ étant relatif à la variable auxiliaire to, pourvu que l’on pose* 


( 3 ) 

| U — COSp $ 1 ’ ZT- Stll/> COSty, 

o’ ™ sin p suit/ 

| a — cos 0 , 8 — sin {3 cosr, 

y --- sin 4 si 11 r. 

( 4 ) 

coso — y. u 4- ce -( 

/"'• 

(•■)) 

= y -1 C.Ï, 

v . . 3 -h y s', 

(ti) 

fl) t 


coso 



Supposons maintenant que 

CT(.r, r, -), 


ou la valeur initiale de I)'' 'bt, se réduise à une fonction paire de lu 
seule variable 

( 7 ) r v-Z/r 4-r 2 4- 3 2 , 

en sorte qu’on ait 

(8) ra(.r,/, -)’ !!(/•) — ll( /'). 


Si l’on pose 

(9) 0 ----- ■ t- >x* -t- v 2 . 

on aura encore 

m('A, y, -j) - II ( 0 ) II ( -y) 

et, par suite, 


(lO) BT 


0?“'* f n /‘ 21t f’ T ' p w*- 1 <*sin/»sinOII(p) d>/ d/> dxd'j 

a*îtV 0 J u ./« J„ ^ ((F(«, !•,«•,«) )) eos’o v^cos’o 


D’ailleurs, on tirera des formules (■>) et (9) 

( j 1 ) fr — r ' 1 + s 1 4 - ■>. sh, 

la valeur de « étant 

(!■>.) h ----- x .r S y -+- y s. 
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ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (6), 


03 ) 


Ot* t l 4- a M 1 8 COS 0 4- /* C0S s 0 
C0S*<î 


Donc, si la lettre Q désigne une quantité positive déterminée par la 
formule 

Q 1 — o>* t * -+- 2 0 ) * 8 COS 0 -h /'* COS* <3, 


«Ine l’on peut écrire comme il suit 


O!) 


^ 0 o>0*(a*4- 6 *-h y 3 ) 4- ao)/(w + 6/4- y z)( au 4- 6c 4- y»’) 

< 

I 4- r 4 (a« 4- 6c -f- yir)*, 


on aura simplement 

05) 


P* — 


Q 2 

—..i 

cos*o 


et la formule (io) deviendra 


I l :i - ri /• ‘ n r" /• z <w /♦“ 

(i,i) I i I <! 


•rt ,.*71 ,.7t o>" O s si»/> sintfll f — ^ ] 

/ / e ...Veoso/ 


<7y c//> r/r 
cos 2 â y^cos 5 ? 


Il importe d’observer qu’en vertu des équations (4) et (i4) coso et 
Q 2 seront deux fonctions entières homogènes de a, 6, y, l’une du pre¬ 
mier degré, l’autre du second. Cela posé, si, dans la formule (ta) du 
§11, on échange entre eux les deux systèmes de quantités 


a, 6, y et u, e, te, 

alors, en posant 



on trouvera 


(.-) f™ ('u ( Q V *'" l0{h(,rj :<ît f*u f 1 \ (iS 

l ' } Jo X \cos8/ cos*dv / cos*iâ “ k**J 9 \K cos0 ) CO s-0 y/êos^’ 

la valeur de K 2 étant celle qu’on obtient quand on substitue, dans le 
trinôme 


// OL -h r 6 -f- svy COS d 9 
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les valeurs de a, 6, y tirées des équations 

(• 8 ) Jl) a Q*=:,/, ‘ I)gQ s =: c, jl) Y Q*=,r; 

et la valeur de B 2 étant le produit des trois racines de l’équation en 0 
à laquelle on parvient en éliminant a, £, y de la formule 

(. 9 ) * l h 91 = ^ W r _ 0 . 


Comme on aura d’ailleurs, en vertu de la formule (i/j), jointe aux 
équations (4) et (12), 

4 Ha Q* — W* /* « 4- ( /' 2 COS O 4- H M / ) It 4- O) t .V COS O, 

i I)gQ* — t 2 6 4 - (e* cosfÎ4«w/)r 4- o>/ v cos<5, 

| Df Q*~ c.) 2 t 2 y 4 - (/•* coso -h- 4- m/ z cos 0 , 


les formules (18) donneront 


(>.o) 


r,) t a -h r cos 0 
u 


oj/ 6 -f- v cos 0 o>/y + 2 coso 

c u» 


I — /’ 2 coso — Hm/ 


0 > / 


y 


puis en posant, pour abréger, 

(ai) «.*• -h cjk-I- — ç> 


et réunissant les termes correspondants des trois premières fractions 
comprises dans la formule (20), après les avoir respectivement multi¬ 
pliées : i° par u , e, ; 2 0 par a - , y, s, on trouvera 

(m / 4 - s) cos à_ 4- / 2 coso _ 1 — r 2 coso — wo>< 

i s 0» t ’ 


par conséquent 

(&»< 4 - ç) COSO __ I 

l s 4- <>) t 



Donc la valeur cherchée de K 2 sera 

<“> h! -(rr=})*- 


3i 


OF.uvres (le C. — S. I, t. VI. 
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puis, en éliminant de la formule (24) le rapport on trouvera 

( * '* ) I 0 — -h ç)]* — Qr 2 ~ O. 

Cette dernière équation en 0 fournit seulement deux racines dont le 
produit 

6)*/*(ûl t 4“ ç) 2 

est ce (|ue devient le premier membre quand on y pose 0 = o. Mais la 
racine qui nous manque ici est facile «à retrouver, et se réduit évidem¬ 
ment à 

O) 5 / 5 , 

puisqu’on vérifie la formule (a 3 ) en posant 

O — cosô = o, H — O, 

ou, ce qui revient au même, 

0 — <* t 3 /*, x a 6 e yw = o, <xx' -t- 6j r 4 - y z — o. 

Donc la valeur de H a , ou le produit des trois racines de l’équation la 
plus générale en 0, à laquelle on puisse arriver en éliminant a, €, y de 
la formule (19), sera 




EXTRAIT N» 133. 


Donc, K et B devant être positifs, on aura 

(•>-) = 

Si aux formules (17), (22), (27) on joint encore la suivante 



sin f jd r J 
V® 


/*( '<> f “t"~ î ) 

î fi) ‘-ï 

O) t *£ 


2V3 


qu’il est facile d’établir, dans le cas oii /\.r) est une fonction paire (| 11 i 
se réduit à zéro pour des valeurs infinies de r, alors, en supposant que 
le produit 

s’évanouisse avec -> on tirera de la formule (i(>) 


(■>-«) 


rrr 



5 ( r <> t + ?) II( M t- -H 5 ) 
(( e, «e, >.\) )j 


sin/> df/ dp. 


Telle est l’intégrale double à laquelle se réduit la fonction principale en, 
lorsque la valeur initiale w(.r, y, z) de D" 'en est fonction de la seule 
variable 

r = y/.r v* -t- c 5 . 

Si la valeur initiale de D " -1 w se réduisait, non plus à une fonction 
de r, mais à une fonction du radical t déterminé par une équation de 
la forme 

1 

( H) ) 1 — ( a .r* -t- I) v s -f- c s 1 -t- a <1 vz -+- 2 e ;./• -4- •>. f ./■_)• ) 4 , 


alors, au lieu de l’équation (28), on obtiendrait la suivante 


( 3 o) 


ra = 


0 

» 7 Ï 



+ s) 11 (—i-‘) 
(( P(", c, te, f,>)7) 


sin/> 

\y 


df] (!]>, 


la valeur de ^ étant 

Cl 

(3i) g -r (abc — ad 5 —lie 5 —cf*-t-adef)*. 
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C’est co que l’on parviendra encore à reconnaître en raisonnant tou¬ 
jours comme nous venons de le faire. 

En terminant ce paragraphe, nous ferons remarquer que l’on arri¬ 
verait encore facilement aux formules (28) et ( 3 o) si l’on appliquait 
les transformations précédentes, non plus à l’équation (2), mais à l’é¬ 
quation (21 ) de la page 228 (voir le Compte rendu de la séance du 12 juil¬ 
let dernier). 
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Cai.oci, i.Yi'KGitAi,. — Méthode abrégée pour /’intégration des systèmes 
d’é</uations linéaires à coefficients constants. 

IC, T. XIII, |>. 109 (19 juillet 1841). 


Comme je l’ai prouvé, dans les Exercices d Analyse et de Physique ma¬ 
thématiques, l’intégration d’un système d’équations linéaires, différen¬ 
tielles ou aux dérivées partielles, et à coefficients constants, peut être 
réduite à la détermination de la fonction principale. Si, pour fixer les 
idées, on suppose que les équations linéaires données se rapportent à 
un problème de Physique ou de Mécanique, le temps fera partie des 
variables indépendantes; et si, alors, comme il arrive d’ordinaire, le 
coellieient de la plus haute puissance de I),, dans l’équation caracté¬ 
ristique, se réduit à l’unité, la fonction principale se trouvera complè¬ 
tement déterminée par la double condition de vérifier l’équation carac¬ 
téristique dont l’ordre sera un certain nombre entier//, et de s’évanouir, 
pour une valeur donnée, par exemple, pour une valeur nulle du temps, 
avec ses dérivées relatives au temps et d’un ordre inférieur «à n — 1. 
Quant à la dérivée de l’ordre n — 1, elle devra se réduire, pour une 
valeur nulle de la variable indépendante /, soit à une constante don¬ 
née, soit à une fonction donnée des autres variables indépendantes, 
suivant qu’il s’agira d’intégrer des équations différentielles linéaires 
ou des équations linéaires aux dérivées partielles. 
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Pour évaluer la fonction principale telle que je viens de la définir, 
j’ai eu recours, dans les Exercices d’Analyse, à la formule de Kouricr, 
ou plutôt à une formule du même genre que j’ai substituée à la pre¬ 
mière, et fait servir à l’intégration des équations linéaires aux dérivées 
partielles, dans le XIX e Cahier du Journal de l’École Polytechnique. 
Lorsque les équations données se rapportent à un problème de Physique 
ou de Mécanique, elles renferment en général, avec le temps t, trois 
autres variables indépendantes, qui peuvent être censées représenter 
des coordonnées rectangulaires; et la fonction principale, calculée 
comme je viens de le dire, se trouve représentée par une intégrait 1 
définie sextuple. Pour reconnaître les lois des phénomènes, on est 
obligé de faire subir à cette intégrale sextuple diverses réductions. 
Parmi ces réductions on doit particulièrement remarquer celles qui se 
rapportent au cas où l'équation caractéristique est homogène. Alors, 
comme je l’ai prouvé en i 83 o, l’intégrale sextuple est généralement 
réductible à une intégrale quadruple. Elle sera même, comme je viens 
de le montrer dans le précédent Mémoire, réductible à une intégrale 
double, si la valeur initiale de la fonction principale prend certaines 
formes particulières, si, par exemple, elle dépend uniquement de. la 
distance d’un point variable à l’origine des coordonnées. 

L’importance des réductions que je viens de rappeler m’a engagé à 
rechercher s’il ne serait pas possible d’obtenir directement les formules 
réduites. J’ai été assez heureux pour y parvenir. On verra dans ce nou¬ 
veau Mémoire que, en se servant du calcul des résidus, on peut, non 
seulement obtenir avec une grande facilité la fonction principale cor¬ 
respondante à une équation différentielle caractéristique, mais encore 
passer de cette fonction principale à celle qui vérifie une équation 
caractéristique aux dérivées partielles, homogène ou non homogène, 
et en particulier, à l’intégrale double ou à l’intégrale quadruple qui 
représente la fonction principale pour une équation caractéristique 
homogène. 
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Analyse. 

J; I. Sur la Jonction principale (jui vérifie une équation différentielle 

linéaire. t 

Soi( K(/) une fonction entière de l du degré n, dans laquelle le eoef- 
licienl de t' 1 se réduise à l’unité. Soit en outre t ts une fonction principale 
assujettie à vérifier, quel que soit/, l’équation caractéristique 

O) FOOnr —o, 

et, pour / — o, les conditions 

(•>■) w ...o, l),ro = o, D"‘ 2 cr—. o, t)' 1 1 m — 0, 

0 désignant une quantité constante. Pour que l’équation (i) soit véri¬ 
fiée, il suffira que l’on prenne 

777 — e sl , 

v désignant une racine de l’équation 

<*) F(.v) = o, 

ou plus généralement 

( i ) 

H pouvant désigner une quantité constante, ou une fonction entière 
de v. Comme on aura d’ailleurs, en supposant m < // — r, 

e 

^■((F(.v))) °’ 

et, en remplaçant ni par n — i dans la formule précédente, 

S n 1 

vl ((TT.vjT) 

la valeur de trr donnée par la formule (/|) vérifiera évidemment les con- 
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Mitions (2) si l’on y pose 0 = 0 . Donc la valeur cherchée de la (onction 
principale cr sera 


ci : 


Qe * 1 


r 

<-(( (■'(•'■))) 


II. — Sur les fondions principales dont les dérivées offrent des râleurs 
initiales qui dépendent seulement d'une fonction linéaire des variables 
indépendan tes. 


Soit 


F(-*> y, v, .. t) 


une fonction de plusieurs variables r, v, t, entière, du degré n, et 
dans laquelle le coefficient de t" se réduise à l’unité. Supposons d’ail¬ 
leurs, pour fixer les idees, que les variables r, y, z, t, réduites à 
(juatre, représentent trois coordonnées rectangulaires et le temps. 
Enfin, soit cr une fonction principale assujettie à vérifier, quel que 
soit t, l’équation caractéristique 

F(lfr, l>.y> R/W ~ «, 


(O 


et pour t — o les conditions 
(ï) m — o, D^tït — o, 


I)'' o, I)" 1 m • ïtt (. v , r, 


On pourra aisément trouver la valeur générale de cr si, l’équation 
caractéristique étant homogène, la valeur initiale de 1)'' 1 cr, repré¬ 
sentée par cr (oc,y, z), dépend uniquement d’une fonction linéaire des 
variables indépendantes x, y, z, en sorte qu’on ait, par exemple, 

( 3 ) GT(.r, y, z) = Il ( 11 .r -t- \\y -t- tre), 

u, e, w désignant des coefficients constants, ou, ce qui revient au même, 

( *) cr(.r, r, 5) -II(s), 

la valeur de ? étant 


( 5 ) + + 

C’est en effet ce qui résulte des considérations suivantes. 
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Il est clair ([lie, pour vérifier l’équation (i), il suffira de prendre 


Çjy çitx+vy+wz+sl — 

s désignant une racine quelconque de l’équation 
(6) F(//, tr, s) — o, 

ou plus généralement 


(7) 


p ®e nx +'‘y + ' vz '- si __ p (-)t' :+ -' 7 

m *- (( F(«, e, »■, s) (( F(«, r, *»’, s) )) ’ 


H désignant une fonction entière quelconque de u, e, iv, s, et le signe 
£ étant relatif à la variable auxiliaire s. Cela posé, concevons d’abord 
que l’équation ( 3 ) se réduise à 

( 8 ) ct(. 4 -, y, c) = Oe HX - t - , 'y+“' z , 

0 désignant un coefficient constant. Connue on aura, en supposant 
ni < /i — i, 


f 


v,tv,s))) 

et, (Mi remplaçant m par n — i, 


= o. 


c «-1 


f 

<*"'(( E(«, e, te, s) )) ’ 

la valeur de w, donnée par la formule (7), vérifiera évidemment l’équa¬ 
tion (1) avt'c les conditions (2), si l’on y pose H = 0 , c’est-à-dire si l’on 
prend 

, Qgu.r-+-i*y-i-wz-hst 

( 9 ) & — } 771,7-77. > 

«-'((lifi/.r, tr, s))) 

ou, ce qui revient au même, 

(IO) CT : f 


rj e ;+st 


(( F(«, c, te, s) )) 


On arriverait à la même conclusion en observant que la valeur de ct 
donnée par la formule (7) vérifie l’équation différentielle 


F(//, e, tr, D/)ct = o. 
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et, en intégrant cette é(juation différentielle par la méthode exposé»» 
dans le § I er , de manière à remplir, pour / — o, les conditions 


nr — o, L),rn = o. 


I)'/ 1 Ü7 — O, Df'm r-Z Oe'"' 


(Concevons maintenant qu’à la formule (H) on substitut» celle-ci : 

(n) ro(.r, v, 0 f u '~" xhw: K 

h, 0 désignant deux coefficients constants. Alors, au lieu de la for¬ 
mule (<)), on obtiendra la suivante 

g\\ ( rtx-bvy -t-tv z ) ~t- s l 

^ ^ J (( I»'(,Il //, lie, lue, .v) ))’ 

<|ue l’on peut écrire comme il suit : 

n r U; t st 

( i îi ) rrr — J' 

*-■(( 1‘ (b//, lie, lue, a*) )) 

Si F(.r, y, z, l ) devient une fonction homogène des variables r, y. 
t, on tirera de la formule (i l), en y posant .v lio», 

% Cj t-toO 

(i l) /n -r; I , > 

II" (( 1 *^/, c, '•>) )) 

le signe ^ étant relatif à la variable auxiliaire te. Pour faire tlisparaitrt», 
dans l'équation (i/|), le diviseur h" -1 , il suffira <!»» différentiel*// — i Ibis 
les deux membres par rapport, à /. On trouvera ainsi 

(iâ) 1)7 1 rrr ^ I' ’* r J( ,h ;n»i). 

^ (l I* (", e, »>’, '<>) )) 

puis, en intégrant autant de fois »»t indiquant à l’aide «le la caractéris¬ 
tique D r 1 , ou I)~', ou I), 1 , ..., placée devant une fonction »b» l, le ré¬ 
sultat d’une, de deux, de trois, ... intégrations successives effectuées 
par rapport à /, à partir de t ~ o, on tirera dt» la formule» ( i a ) 


(il») nr~ O' " f ----- 0c h '^ M “ 

«^ ((!•(//, e, »»*, fo))) 


QF.uvres de C. — S. I, t. VI. 
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Supposons maintenant que, l’équation caractéristique étant homo¬ 
gène, la valeur initiale nr(.r ,y,s) (le D" 1 cr soit donnée par la for¬ 
mule ( 3 ) ou ( f\ ) 

ra(.r, y, z) — Il(//.r -+- cy -+- irj) =: II(ç). 

La loue.lion II(.r) pourra être décomposée en termes de la forme 

0e hx , 

le nombre de ces termes étant fini ou infini, et l'exposant il de x dans 
chaque terme pouvant être réel ou imaginaire, comme je l’ai fait voir 
dans le second Volume dos Exercices de Mathématiques, p. 11 2 ( ' ). On 
pourra donc, supposer 

(.7) Il(.r) 10 e hr , 

le signe ^ indiquant une somme relative aux diverses valeurs que h et 
0 peuvent acquérir. Cela posé, l’équation ( 4 ) donnera 

(18) rn(.r, y, z) 29 e I,; ; 


et, comme la valeur de cr, correspondante: il la valeur précédente de 
ro(.r, v, z), sera nécessairement la somme dos valeurs de m (ju’on 
obtiendrait en substituant successivement les diverses valeurs do h et 
de Odans le second membre di* l’équation (i(>), on tirera de cette équa¬ 
tion 


( »<»> 


ITT 


D>-«r_ r,) " 1 — 

^((Fto.c.tc, &>) j) 


: /Je 


ou, ce (jui revient au même. 


(*v‘ 


( ïo) KT ~ I ), 1 " y y ” -- Il(? ■•!• Ml). 


Si l’équation caractéristique cessait d’être homogène, alors, de l’équa¬ 
tion (12) combinée avec la formule de Fourier, ou plutôt avec la sui- 
va nie 


» * /-» * 


Il co 


•>.r. 


kïy/ ' Il (k) (tu </k, 


ae v — ao 


(*) Œuvres de Cauchy y S. 11, I. VII. 
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on conclu rail 



CT -=- 



f h 


-W ' II( k ) 

((<)) 


< 711 <Yk, 


la valeur de è élan! 


(•Ci) -r- F(lif/ \/— i , lie y - ■ i, Il tr y— i, \), 

et le signe étant relatif à la variable auxiliaire .v. 


$ III. — Sur les fonctions principales dont les dérivées oj/'rent des râleurs 
initiales qui dépendent seulement d’une fonction entière des variables 
indépendantes, homogène et du second depré. 

Les mêmes choses étant posées que dans le § II, concevons que la 
valeur initiale cr(.r, y, ~-) de I)'' 1 rrr de, KMide d’une fonction entière de 
.r, y, z, homogène et du second degré. Si, en supposant cette fonction 
toujours positive, on désigne part sa racine carrée prise positivement, 
on aura 

(i ) cr(.r, y, z ) II (i ) Il ( t ), 

la valeur de x étant par exemple de la forme 

1 

( 'A ) t zzz ( Il iV m l)^ / ’ C Z * “f- ’.i ( I ) Z ~4~ 'ï O Z'I' | ■ ‘î () “ . 

Ur la valeur précédente de cj(.r,r,z) pourra être transformée en mm 
intégrale double, dont chaque élément, considéré comme fonction de 
•r, y , z, dépende seulement d’un trinôme de la forme 

u x -4- cy -f* wz. 

Si, pour plus de simplicité, on prend 

a — h — c ; = i, ü = e - f — o, 

le radical v sc réduira au rayon vecteur r déterminé parla formule 


(3) 


/• c*. 
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D’ailleurs, si, en nommant f(r) une fonction quelconque de r, on 
pose 

(.'i) ii — cosp, c sin/^cosy, «r — sin^siny, 

et, de plus, 


(T>) Ç rrr. UX i >y ~f~ iT»C, 

ou aura, en vertu d’une formule donnée par M. Poisson en 1819, 


x »2 7 I ^i 7 w j* 

/ / f(ç) sin/> d<] dp — ‘.>,7: / f(/*/() sin p dpi 

« «A ♦-'o 


puis on en conclura, en remplaçant f(r) par f'(r), 

((i) 1 (/ ) / . f( “ * - — ^ / f'(S) sin/> '!'/ dp. 

Donc, si l’on pose 

alors, en ayant égard ii la condition 

(K) ]!(/•) — 11 (— /■), 


on trouvera 

(0) II ( r )~ r„ f f f'(s) si II pdf/ dp. 

4 TT J 0 J„ 

On pourra donc considérer la valeur initiale ll(/)de D" comme la 
somme d’un nombre infini de termes, dont chacun dépendra unique¬ 
ment d’une fonction linéaire de .r, y, z, savoir, de la variable 


; ii.r H- v y 4 - u’C. 

La valeur de cr correspondante à la somme de tous ces termes se 
déduira, si l’équation caractéristique devient homogène, do la for¬ 
mule (20) du paragraphe précédent; et, en vertu de .cette formule. 
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jointe à l’équation (9), on aura, dans l’hypothèse admise, 

, , „ i>, ,n r ln r r + . . , 

(,0) T* - J, J, 

le signe £ étant relatif à la variable auxiliaire to. Si d’ailleurs on a 
égard à la formule 

0» f'(S 4 - Mi) = D, f(« + «<) = I),[(« 4 - wO II(« 4 - 
on trouvera définitivement 


00 


ST — 


l)f 
4 K 



r 


01 " 


2 ( s 4 - 0) 0 n ( s H - 0* / ) 
((*’("> e, »r, ot) jj 


si n /) d(f (!/). 


Si, l’équation caractéristique étant toujours homogène, la valeur 
initiale de D"m se trouvait représentée, non plus par 

Il(r), mais par 11(t ), alors, à l’aide des formules établies dans h» pré¬ 
cédent Mémoire, on obtiendrait l’équation 


(••O 


7*7 : 


r m r it w" '(s + ftiOU 

/ r 

‘ J 0 J 0 0 ((F(k, »>,«•,**) )) 


S -t- Ml\ 

Q ) si n/» , . 


la valeur de ^ étant 
0 

~ : - (abc — ad- — be* — cf* -t- adef )*. 

Dans le cas particulier où 

(• r )/> => 0 

se réduit à une fonction homogène do l et de .r 2 4- y 2 4 - - 2 , alors 

F(«, te, ,v) 

devient indépendant de u, e, ne, puisque les formules ( 4 ) donnent 

^2 r 2 tr ‘2 — j # 


Donc alors, en vertu de l’équation ((>), la formule (11) donnera 


(l3 ) BT 


l»J "i 


w 


((K(m, C, W, r,i))) 


(/' -t- Ml) Il (/* 4- Ml) (/• — Ml) II (/ — Ml) 
x r 
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Pareillement, si 

sc réduisait à une fonction homogène de / et de t 3 , on tirerait de la for¬ 
mule (i 2), jointe à l’équation (26) du § I er du précédent Mémoire, 

. m «r ' (h-m/)11(i-hW)-!-(i — (.»/) Il(i — mI) 

('■« " "< l «K 


Si l’équation caractéristique cessait d’être homogène, alors, en sub¬ 
stituant ;i la formule (20) du § Il la formule (21) du même paragraphe, 
on obtiendrait pour valeur de la fonction principale cr, non plus une 
intégrale double, comme dans la formule (11) ou (12), mais une in¬ 
tégrale quadruple : par exemple, en supposant la valeur initiale 
Tu(.r, v, 3) de I)" 'gt représentée par 

»('•) »(•-/•), 


et faisant toujours, pour abréger, 

IV) rll(r), 

on trouverait, au lieu de la formule (11), 


. 27T 


( F .‘O 


TV 


Srr 


f '( k ) sin /%, < / t h( î -k>v 

u*» 


1 d(f dp dh d k, 


la valeur de s étant 


1 i ( >) S —: F ( Ii a y/-- 1, hey •i,lin , v — i,.v), 

et le signe £ étant relatif à la variable auxiliaire s. 

Si F(.*•,/, z, t), sans être homogène, se réduisait à une fonction 
de / et de /, la valeur de $ donnée par la formule (1 G) deviendrait 
indépendante de //, e, o,* et, comme on aurait, en vertu de l’équa¬ 
tion (G), 


J I e hî v ‘ si a p dq dp ~ 4 7r S '!J 


(> 7 ) 


sinlw 
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la formule (t 5 ) se trouverait réduite à la suivante : 


(i8) 


CT : 


I r m r r sinIi/• f'(k) , ,, , „ „ 

— / / J, | - j-rt e s,i k v / 1 (/h f/k. 

lie ((-S)) 


Celle-ci s’applique particulièrement à la propagation de la lumière 
dans les milieux isotropes, quand on lient compte de la dispersion. 


§ IV. — Détermination générale de la fonction principale (jni vérifie 
une équation caractéristique aux dérivées partielles. 

Les mêmes choses étant posées que dans le § II, si la valeur initiale 
nr(a?, y, ~) de D""'nr prend une forme quelconque, on pourra du moins 
la transformer en une intégrale triple dont chaque élément dépende 
d’une seule ((nantité représentée par une fonction de .r, v, z, entière 
et du second degré. Kn effet, d’après une formule établie dans un pré¬ 
cédent Mémoire, on aura 

( I ) CT( .r, .V, ; ) • ^ J J j pi -f '/>• 'h, 

la valeur de p 2 étant 

(a) p* --- (X — x) 2 4- ( y. — y)* 4 - (v -- ;)*, 

et la lettre z désignant une ((uantité positive infiniment petite qui 
devra être définitivement réduite à zéro. Si, dans le cas où l’on consi¬ 
dère X, u., v comme représentant des coordonnées rectangulaires, la 
fonction ci(X, u., v) s’évanouit pour tout point (A, a, v) renfermé dans 
l’intérieur d’un certain volume V', on pourra, dans la formule fi), sup¬ 
poser indifféremment la triple intégration étendue, soit à tous les 
points de ce volume, soit à tous les points de l’espace, c’est-à-dire, à 
toutes les valeurs réelles de A, [j., v. 

Concevons maintenant que l’on se propose de calculer la fonction 
principale gj. Cette fonction sera une somme d’éléments correspon¬ 
dants aux diverses valeurs initiales de D" 1 nr qui pourraient être repré¬ 
sentées par les divers éléments de l’intégrale triple comprise dans le 
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second membre de la formule (1). On aura donc 


( 3 ) 


CT 


i/// 


h ct ( 1, [x, v ) dl dp dv, 


si l’on nomme a la valeur particulière de trr qui répondrait à une valeur 
initiale de D"~‘gï représentée par le rapport 


£ 

£ 2 -h p* 

Or, pour obtenir celte valeur particulière «, il suffira de recourir à l’une 
(bis formules (i i) ou (i 5 ) du § III, en y remplaçant la fonction 

x II(,r) — f(.r ) 

par le rapport 

£ X! 

(e 2 i-.r 2 ) 2 ’ 

<pie l’on peut présenter à volonté sous l’une ou l’autre des formes 




D, 


£- 


•) 9 


(‘I en supposant ç déterminé, non [»Ius par l’équation ( >) du § III, mais 
par la suivante 

(D Ç « (**• — ?-) -+- *’ (/ — p) + — v), 

attendu que, pour déduire p de r, il suffira de substituer à a’, y, z les 
différences 

«*• — h y — p» - — v. 


Kn opérant comme on vient de le dire et supposant d’abord l’équa¬ 
tion caractéristique homogène, on tirera de la formule (i i) du § III 


15 ) « 



£(î + «t) 

(( E("> C> (o))j [ £ 2 H-" (ç -t - W /) 2 ! 2 


sin/j d</ dp, 


ou, ce qui revient au même, 


( 6 ) 


H - 


u? " r™ r* r £ 

^ J 0 Jq (( f ( M * te, co) )) £ 2 -t- (ç 4- o)/) 2 


si np d</ dp, 
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2oi 


ri, par suite, 

ni H /*• 71 z » 11 fin — * 

<’> ' "V.( .( 


sin/> (é/ < 7 />, 


w) ((«* + U + Ml) 1 )) 

les valeurs de u, e, w élan! toujours 

(H) u — cos//, t• — siu/> cosr/, u — siu/> si»//, 

et le signe £ étant relatif à la variable auxiliaire <o. 

Si, au contraire, l'équation caractéristique cesse d'étre homogène, 
on tirera <le la formule (i 5 ) du § III 


/ 1 7 ^ /| ^ w ^ • 

"“«i»y. i .U.m^ 


(<)) 


la valeur de s étant 

(io) -S rz: F ( Il « — l, hr y/—I, li«ry/~-l, .y). 

Si F(.r,_y, z,t ) se réduisait à une fonction homogène dos seules va¬ 
riables t et r = y/.r* +j 2 -I- z 1 , alors, on partant, non plus de la for¬ 
mule (i i), mais de la formule (i 3 ) du § III, on obtiendrait une valeur 
de v. déterminée, non plus par l’équation ((>), mais par la suivante : 


do « - i>r\» 


(( F(m, C, tr, M) )) \o I (P — ’>\ty ê*-+- (p e r,>t)* 


Concevons maintenant que, cette dernière valeur de « étant substituée 
dans la formule ( 3 ), on remplace les variables p., v, considérées 
comme représentant des coordonnées rectangulaires, par des coordon¬ 
nées polaires 

p, r >i "• 

(“il posant 

(ia) ) —a--h<xp, [x ~y Sp, vr =c-t-yo, 

(i3) z = cosO, 6 — sîii0cost, •/ — sin 0 sinr. 


La formule ( 3 ) deviendra 


Ci) 


CT — 


I 




;i*H ro ( [x, v) sin 0 dr d r ) dp. 


OF.uvret de C. — S. I, t. VI. 


33 







258 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


et, comme l’intégrale 



Ep dp 

4- (p ±w/j‘ 


se réduira, pour de très petites valeurs de e, ou à zéro, ou au produit 


TE l\/ 0) s , 


suivant que le second terme dt o >t du binôme 


p ± ut 


sera positif ou négatif, on tirera de la formule (u), jointe à l’équa¬ 
tion (i/|), 


('•») 


rrr 



„ l' în f n p ' 1 roi X, /a, v) 

.{ J v c '((É(a, 6, */, 0))’jj 


t sin 0 dx dO, 


le signe £ étant toujours relatif;» la variable auxiliaire <o. Nous avons 
pu ici substituer, sans inconvénient, la fonction F(a, €, y,to) à la fonc¬ 
tion F(//, c, a\ <o), attendu que, dans l’hypothèse admise, la formule 

a 2 -h S 2 h y 2 ~ id f- r 2 }- tr 2 ^ i 

entraîne l’équation 

F(m, c, tr, «) ^ F(a, 6, y, m) — F(i,o, o, o»). 


Lorsque F(.r,y, z, t) est une fonction homogène quelconque des 
variables r, y, z , t, alors, en posant 


(.G) 


ooso — u y. -y co •+- 1 ry, 


on tire de la formule (/§), jointe aux équations (12), 

(17) S - — P COS 0 ; 


puis, en ellèctuant l’intégration relative à p, 011 tire des formules (Cm 
et (i/|) 


(18» w 


,Î7T /t n ,3 7T „7t 

. . . £- 


sin/)sin(5»si(>,/jt,v) 
(( F(«, e, h'/m))) 


d(f dp dz dh 
cos*<$ y/co s 2 0 
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les valeurs de X, pi, v étant données par les formules 


OJ t M t 

( io) A ~ x ^ y. y u ~.z ) 4- — 

v J eocrt 1 - enc 


coso 


coso 


U)t 

v — z 4- * - - % y. 
coso' 


On se trouvera donc ainsi ramené à l’intégrale quadruple à laquelle 
j’étais parvenu, par une marche toute différente, dans mes Leçons au 
Collège de France. 

Enfin, lorsque l’équation caractéristique cesse d’être homogène, 
alors, en ayant égard aux formules 


/ —‘ rfk — / -;- -T , e _1,k '/" 1 r/k - 
\)U 5 v 1 ** h 3 <? e/h* 


I I f /(xp > Bp,yp)p i sii\0(lrd0(h 

O * 0 'U 

.‘2 fl .TC 

/ I / ./‘up, cp, yp) p* sin'y z/rz/Of/p, 


0 • O * 


réduisant définitivement £ à zéro, on tirera des formules (’Vj et (<)) 


Ï 7 T 




w(A, (Z, V) 

n-s >» 


1 lrp' ! sin/z sin 't - 


h/ il/) z/l l 'h 'l f i '/p 


On se trouve ainsi ramené à la formule (<)) de la page i <)7 des Exercices 
(F Analyse et de Physique nuit hématique (' ). 

Dans un autre Mémoire, je montrerai comment les formules que je 
viens d’établir fournissent les lois des phénomènes auxquelles se rap¬ 
portent les systèmes d’équations linéaires, aux dérivées partielles, dans 
les questions de Physique mathématique. 


( 1 ) OEuvres de Cauchy, S. II, T. XL 
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Calcul intégral. — Note sur la transformation des sommes d’intégrales. 
(1. K., T. XIII, |>. 181 (aG juillet 1 84*)- 

Soit donnée, entre deux variables x, t, une certaine équation 

(i) F(-r f O--o» 

que je nommerai l'équation caractéristique. Soient d'ailleurs 

•'i, -r,», ... 


les diverses racines de cette équation résolue par rapport à la va¬ 
riable .r, et 

Ûj, »2> • • • 


les valeurs particulières de ces racines, correspondantes à une valeur 
donnée z de la variable t. Si l’on pose, pour abréger, 


*1' (r, t) \), E(.r, t), 


et si l'on désigne par f(.r, t) une nouvelle fonction des variables x, /, 
on aura, comme je l’ai remarqué dans un précédent Mémoire, 




ou, ce qui revient au même. 


(*) 




f(x,t)W(x,i) 

TvWoü 


pourvu que chacune des variables x, t reste fonction continue de l'autre 
entre les limites de l’intégration. Dans le premier membre de la for- 


(*) Pour plus do simplicité, nous remplacerons désormais les doubles parenthèses du 
calcul des résidus par deux crochets trapézoïdaux. De plus, à la suito du dernier crochet, 
nous placerons la variablo à laquelle so rapporte le signe ainsi que H. Blanchet l'a fait 
dans ses derniers Mémoires, en adoptant notre nouvelle notation. 
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inule (2) le signe ^ indique une somme de termes relatifs aux diverses 
racines de l’équation (t). 

Si, dans la formule (2), on remplace la fonction (\.r, f ) par le rapport 


on trouvera 

( 3 ) 


!'(./% /) 

•iV.o* 


Y r ’ f(.r,p 

ZàX M'V.O 


(Lv 


t) 


J x c (i’ ce, t)\ x 


Si les diverses racines de l'équation ( 1 ) reprennent les mêmes valeurs 
pour les deux limites t et / de l’intégration relative à la variable /, en 
sorte qu’on ait 


( 4 ) 


.V, — 


et 


- I — > 


on pourra, dans l’équation (3 J, faire passer le signe ü sous le signe /’. 
Si d’ailleurs l’équation (1) fournit le même nombre de racines, soit 
qu’on la résolve par rapport à x, soit qu’on la résolve par rapport à /; 
si, par exemple, F(o*,/) représente une fonction entière do .r et de /, 
qui soit du même degré par rapport à r et à /, l'équation ( 3 ) pourra 
s’écrire comme il suit : 


( 5 ) 


r ' r 

Jf (F(.r, t)) ( 


<Lv 



T 


j* I ( c, t ) 

O .b- 


<lr. 


On obtiendra donc alors la formule 


(«) 


/’* p f0% 0 
/ç ^ ( i* ( r > t ) )< 


d.V -t- 


/*' p f(.r,_0 
\ 0 ( *‘V> O)* 


<u 


dont le premier membre offre deux termes qui diffèrent l’un de l’autre, 
en ce seul point, que l’opération appliquée dans l’un des deux termes 
à la variable x se trouve appliquée dans l’autre à la variable /. 

Au reste, pour que la formule (:>) ou (G) subsiste, il n’est pas abso¬ 
lument nécessaire que les conditions (4) se trouvent remplies. Kn 
effet, supposons que la fonction ((x, t) soit du nombre de celles qui 
s’évanouissent pour des valeurs de la variable x situées hors de cer- 
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laines limites x--a, x — b ; supposons de plus chacune des quan¬ 
tités a, b renfermée : i" entre les limites et x, ; 2° entre les limites 
cl .r,, etc. Enfin concevons que toutes les différences 

•^i — Ç|, r t - ~u ••• 


étant (les quantités de même signe, le signe de chacune d’elles soit 
encore celui de la différence b — a. La formule ( 3 ) pourra être réduite à 


C) 



f(-y, O 
E(.r, t) 


dx 


et par eonsé(juent à 


f ' p f( . r, D 

J r c ''(F(- r »0)* 


dt , 


<«> 



i> r( t) 

(fM) 



r ru-, d 


dt, 


si le nombre des racines de l’équation caractéristique reste le même 
quand on la résout par rapport «à .r et quand on la résout par rapport 
à /. Or, la fonction f(.r,/) s’évanouissant dans l’hypothèse admise hors 
des limites a, b, il est clair que la formule (H) coïncidera exactement 
avec l'équation ( 3 ). 

Des fonctions qui s’évanouissent toujours hors de certaines limites 
se rencontrent fréquemment dans les problèmes de Physique mathéma¬ 
tique. On voit avec quelle facilité on peut établir, pour ce genre de 
fonctions, la formule (8). C’est à cette circonstance que tient le succès 
de la méthode employée par M. Manchet, dans un récent Mémoire, où 
il applique le calcul des résidus à la recherche d’une limite extérieure 
des ondes dont j’avais donné la limite intérieure en i 83 o. 

Lu terminant cette Note, nous avons encore à faire une remarque 
importante. La formule ( 5 ) suppose que les valeurs de t en x, tirées de 
l’équation caractéristique, restent fonctions continues de la variable ,r 
(mire les limites de cette variable représentées par Ç et .r; et que réci¬ 
proquement les valeurs de x en /, tirées de l’équation caractéristique, 
restent fonctions continues de la variable t, entre les limites de cette 
variable représentées par t et t. C’est ce qui aura effectivement lieu si 
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la variable t est toujours croissante, ou bien toujours décroissante, 
tandis que l’autre variable passe de la limite £ à la limite x. Mais celle* 
même condition n’est plus rigoureusement nécessaire à l’existence de 
la formule (8); et si, pour fixer les idées, on suppose 

t>-, 


alors, pour que la formule (8) subsiste, il suffira évidemment que les 
diverses fonctions de x, propres à représenter les diverses racines de 
l’équation caractéristique, résolue par rapport à t, soient toujours 
croissantes et renfermées entre les limites t et t, tandis que l’on fera 
passer x, par degrés insensibles, de la limite a à la limite b. D'ailleurs, 
pour que ces racines croissent toujours dans l’intervalle dont il s’agit, 
il sera nécessaire et il suffira que les valeurs de D x / tirées de l’équation 
caractéristique, c’est-à-dire, les valeurs du rapport 


tl ^Ej.r , t) 
t>/ E( r, t) 


se réduisent, pour une valeur quelconque de r comprise entre a et b, 
à une quantité affectée du même signe que la différence b - a. 


Physique mathématique. - Mémoire sur la surface, caractéristique corres¬ 
pondante à un système d'équations linéaires aux dérivées partielles , et 
sur la surface des ondes. 

H., T. Xllf, j>. 18 § (aG juillet i8jn. 

Ce Mémoire, qui sera inséré en entier dans les Exercices d'Analyse et 
de Physique mathématique (*), est relatif à deux surfaces qui jouent un 
grand rôle dans les questions de Physique ou de Mécanique dont la 
solution dépend d’un système d’équations linéaires aux dérivées par¬ 
tielles et à coefficients constants. 


(') OKuvrcs de Cauchy , S. Il, T. XII. 
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La première surface, que je nomme la surface caractéristique , est 
celle qui se trouve représentée par l’équation caractéristique elle-même, 
quand on y remplace les dérivées partielles des divers ordres, relatives 
aux variables indépendantes .r, y, z, t, par les puissances des divers 
ordres de ces mêmes variables considérées comme représentant trois 
coordonnées rectangulaires et le temps. 

La seconde surface est celle que l’on nomme la surface des ondes , et 
qui, dans un mouvement simple, persistant, où les durées des vibra¬ 
tions moléculaires demeurent constantes, touche, au bout d’un temps 
quelconque l, des ondes planes, infiniment minces, diversement incli¬ 
nées sur trois plans rectangulaires, mais parties au premier instant 
d’un même centre pris pour origine des coordonnées. 

Je donne, dans le paragraphe premier de ce Mémoire, les moyens 
d’obtenir généralement l’équation de la surface des ondes. 

Je montre dans le second paragraphe les relations dignes de remarque 
qui existent entre la surface caractéristique et la surface des ondes, et 
j’établis en particulier les propositions suivantes ( *). 

Tin.oitKMK I. — Si la surface des ondes correspondante à une équation 
homogène se change en surface caractéristique, réciproquement (a surface 
caractéristique se changent en surface des ondes. 

Il résulte immédiatement de ce théorème que, l’équation de la sur¬ 
face des ondes étant donnée, on peut en déduire l’équation caractéris¬ 
tique, moyennant une élimination semblable à celle par laquelle on 
passe de la seconde équation à la première. 

TiiKonftMF. IL — Lorsque l’équation caractéristique est homogène, les 
rayons x, r, menés de l'origine, au bout du temps t, à deux points corres¬ 
pondants de la surface caractéristique et de la surface des ondes, jouissent 
de celte propriété, que chacun deux-, multiplié par la projection de l’autre 
sur lui-même, fournit un produit constant égal au carré de t. 

i, 1 ) Los théorèmes quo nous énonçons ici so déduisont assez facilement de formules déjà 
connues, ot spécialement de celles (pie j'ai données dans le Jiullctin de M. do Férussac 
t avril 1 83o). Cette remarque, à ce qu'il parait, avait déjà été faite par quelques personnes, 
et en particulier par M. Blancliet; mais elle ne se trouve énoncée nulle part. 
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H résulte de ce théorème que les quatre points qui représentent les 
extrémités des deux rayons vecteurs et les projections de l’extrémité do 
l’un sur l’autre se trouvent placés sur une même circonférence de cercle. 

Théorème III. — Etant donné un système d'équations aux dérivées par¬ 
tielles qui conduit à une équation caractéristique homogène, pour déduire 
la surface des ondes de la surface caractéristique, ou réciproquement, il 
suffit de porter, sur chaque rayon vecteur mené de l’origine à l'une des 
deux surfaces, une longueur représentée par le rapport entre le carré du 
temps et ce même rayon vecteur ; puis de faire passer par l'extrémité de 
cette longueur un plan perpendiculaire à ce rayon. L'autre surface sera 
celle que le plan dont il s'agit touchera constamment dans les diverses posi¬ 
tions qu'il peut acquérir. 

Je joins ici quelques-unes des formules établies dans les deux para¬ 
graphes du Mémoire. 

Anai.ysk. 

§ I. — Considérations générâtes. 

Soit 

(|) FO)*, Dy, l>-, l),)nj “ <» 

l’équation caractéristique donnée, x , y, z, t désignant trois coordon¬ 
nées rectangulaires et le temps. L’équation delà surface caractéristique 
sera 

( 'î ) t ( » y > v > 0 — o, 

et, pour obtenir l’équation de la surface des ondes, il su (lira d’éliminer 

a, c, te 

entre les formules 

( 3 ) S —o, 

( \ ) u x -+- (y -t- te z 4 - s t ■=. o, 

r y z 

l)„S ~ !>„S " Î)~S’ 

la valeur de S étant 



Œuvres de C. — S. I, t. VI. 


S — F (a, c, te, .y). 
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et les rapports 

U f iV 

— > ' î 

.V 5 .v 

étant supposés réels, dans le cas même où u, c, w, s deviennent imagi¬ 
naires. Lorsque la fonction F(x,y, s, l) n’est pas homogène, s reste 
dans l’équation de la surface des ondes, et les dimensions de cette sur- 
lare varient généralement avec s. 

Lorsque la fonction F(.r, y, z, t) devient homogène, s se trouve éli¬ 
minée avec m, e, <*% et disparait de l’équation de la surface des ondes. 
On peut donc alors donnera .v une valeur arbitraire, et, en posant 

* - t, 

on peut remplacer u, e, <r par les coordonnées d’un point situé sur la 
surface caractéristique. Si l’on nomme 

x, y, '■ 

ces coordonnées, afin de les distinguer des coordonnées ,v, y, z d’un 
point situé sur la surface des ondes, on verra les équations ( 3 ), (4), 
( 5 ) se réduire à 

S o, 

. . ! x.r (-y Y -+• zs -h — O, 

(7> j 

f --- JL L 

y b,s D,S ~ D t S’ 

la valeur de S étant 

(8) S — F(x, y, z, t ). 

§ II. — /{apports qui existent entre la surface caractéristique et la surface 
des ondes, dans le cas où l'équation caractéristique devient homogène. 

Soient, dans le cas que l’on considère, 

i 

(l) S o et S • ; o 

les équations de la surface caractéristique et de la surface des ondes; 
alors 


St=F(x,y, z, t) 


et » = $(ar f y p B t t) 
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seront deux fonctions homogènes de t et des coordonnées 

x, y, z, on ./■, r, z. 

Alors aussi les coordonnées, relatives à deux points correspondants 
des deux surfaces, seront liées entre elles par les équations 

('•>.) X.r -+- y y t-AZ 

m •>' _ 5 _* ... y .... z 

' ' l> x S l> y S ll t s’ l) r -s |> v * |).s‘ 

Soient maintenant x, / les rayons vecteurs menés de l’origine aux 
[joints (x, y, z) et ( r, y, z-) des deux surfaces, et 5 l’angle aigu compris 
entre ces rayons vecteurs. L’équation ( 2 ) donnera 

( i) rx. cos0 /*, 

et, en vertu des formules (3), le plan tangent mené à l’une des surfaces 
par l’extrémité de l’un de ces rayons vecteurs sera perpendiculaire à 
l’autre rayon. 

Ces remarques entraînent les théorèmes précédemment énoncés. 
Ajoutons que, si l’on considère t comme une fonction de x. y, /. dé¬ 
terminée par l’équation S o, ou 

f ( x, y, z, t ) ... o, 

cette fonction vérifiera l’équation aux différences partielles 

T ( 1), /, |)g, I), /, —- 1 ) o. 


1>J7. 

Physique mathématique. — Mémoire sur l'emploi (les fonctions principales, 
représentées par des intégrales définies doubles, dans la recherche de la 
forme des ondes sonores, lumineuses, etc. 

C. It., T. XIII, i>. 188 C 7.0 juillet 18 Jn. 

[.es intégrales que j’ai données, dans la dernière séance, pour les 
systèmes d’équations aux différences partielles, sont éminemment 
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propres à faire connaître les diverses circonstances des mouvements 
que ces équations peuvent représenter dans un problème de Physique 
ou de Mécanique. Je montrerai, dans une suite de Mémoires, comment 
on peut déduire de ces mêmes intégrales les loisd’un grand nombre de 
phénomènes que j’ai analysés d’une autre manière à diverses époques, 
et en particulier les lois de la polarisation, de la dispersion, de la dif¬ 
fraction, dans la théorie de la lumière. Je me bornerai aujourd’hui à 
la détermination générale de la forme des ondes qui se propagent dans 
l’espace, quand la fonction principale doit vérifier une équation carac¬ 
téristique homogène. J’avais prouvé, en i83o, que cette fonction prin¬ 
cipale peut être réduite à une intégrale quadruple. J’ai obtenu, dans 
la dernière séance, une réduction nouvelle, en supposant la valeur 
initiale de la fonction principale décomposée en plusieurs parties, 
dont chacune dépend uniquement de la distance à un centre fixe; et 
j’ai donné en outre un moyen de trouver directement l’intégrale double 
à laquelle celle supposition m’a conduit. On verra, dans ce nouveau 
Mémoire, avec quelle facilité l’intégrale double dont il s’agit fournit 
d’une part la limite intérieure des ondes telle que je l’avais déterminée 
en i8!3o, et d’autre part une limite extérieure du genre de celle qu’a 
obtenue dernièrement M. Blanehel. 

Analyse. 

§ I. — Limite intérieure des ondes représentées par une équation 

va rac téristn/ ne. 

Prenons pour variables indépendantes trois coordonnées rectangu¬ 
laires .r, y, z et le temps t. Soit d'ailleurs 

E('C, v, t ) 

une fonction de ces variables indépendantes, entière, homogène, et du 
degré n. Enfin, soient 

r —: sjx* -t- y 2 -t- z* 

la distance du point (.r, y, z) à l’origine, et ci une fonction principale 
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assujettie : i° à vérifier, quel que soit /, l’équation caractéristique 

(0 F(l> x ,D y ,D s> D ( )w = o; 


2 ° à vérifier, pour t — o, les conditions 

(•>.) kj = o, 1)^ = 0, .... l)" _1 ro=^o, I)" ■" 1 TTT ■= Il ( /• )* 

On aura, comme nous l’avons prouvé dans la dernière séance, 


( 3 ) 


\vj " r in r n r o>»-* ( « ■ h « o n ( « -+- « t ) 

'|Tr ,/ 0 ,; o ^ (F(w, e, ti-, w)) M 


si il p cl(/ dp % 


les valeurs de u, e, w, ; étant 


( 4 ) tt —- c.os p , e — sin p cos y, tr : si n /> sin y, 

(•“>) s «.e -t- *’/ -f- 

Donc la valeur générale de 0" ’cr sera 


... . t n rC î + won « + «t . , , 

(0 I)' 'cr — y— 1), / / » *\\\p (!(/dp, 


et il est aisé de s’assurer que cette valeur générale, remplit, comme 
cela devait être, la condition de se réduire à II(/*) pour une valeur 
nulle de t. 

Supposons maintenant que la valeur initial»* de l)''~'nr, représentée 
par li(r), n’ait de valeur sensible que dans le voisinage de l’origine des 
coordonnées, en sorte qu’elle s’évanouisse constamment quand la va¬ 
leur numérique de r n’est pas très petite. L’intégrale double qui, en 
vertu de la formule (G), représente, au bout du temps /, la valeur de 
D" 'rrr, et même celle qui représentera la valeur de D" 2 trr, se rédui¬ 
ront évidemment à zéro si les valeurs de r, y, z sont sensiblement dif¬ 
férentes de celles qui permettent de vérifier l’équation 

(7) 5O, 


OU 


(8) 


uæ r v -t- ir z -f- (>)t —~ o. 
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Or cette dernière équation représente un plan dont la position varie 
dans l’espace avec les valeurs des coefficients u, v, w\ et la surface, que 
touche ce plan dans toutes les positions qu’il peut acquérir au bout du 
temps /, est précisément celle que nous avons nommée surface des 
ondes. On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Tiikorkmk I. — Si le phénomène qui dépend de la valeur de D" ' rrr, et 
parait ou disparaît avec elle, nest primitivement sensible que dans un 
espace infiniment petit , qui renferme l'origine des coordonnées, il ne sera 
sensible au bout du temps t que dans /’intérieur de la surface des ondes. 


Si l’espace, dans lequel le même phénomène était primitivement sen¬ 
sible, cessait d’être infiniment petit et se trouvait renfermé dans une 
certaine enveloppe, alors, pour obtenir la surface dans l’intérieur de 
laquelle il disparaîtrait au bout du temps t, il suffirait de décomposer la 
valeur initiale de D" 'nr en parties dont chacune serait uniquement 
sensible dans l’intérieur d’une sphère infiniment petite, et représentée 
par une fonction de la distance au centre de la sphère. Celte décompo¬ 
sition pouvant toujours s’effectuer en vertu des formules que j’ai don¬ 
nées dans les séances précédentes, on déduira immédiatement du 
théorème I la proposition suivante : 


Tiikoiu v .mk II. — Si le phénomène qui dépend de la videur de I)"“ 1 îtt, et 
paraît ou disparait avec elle, n’est primitivement sensible que dans un 
volume fini terminé par une certaine enveloppe, pour obtenir la surface 
dans l'intérieur de laquelle ce même phénomène disparaîtra , au bout du 
temps t, il suffira de transporter cette enveloppe dans l'espace, de manière 
que chacun de ses points décrive une droite égale et parallèle au rayon 
vecteur OA mené de. l'origine. O des coordonnées à un point quelconque A 
de la surface des ondes qui aurait celte origine, pour centre. La surface 
cherchée, sera la moins étendue de celles que limitera de toutes parts l’en¬ 
veloppe ainsi transportée, dans les diverses positions quelle pourra prendre, 
eu égard aux diverses positions du point A. 
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§ II. — Limite extérieure des ondes représentées par une équation 

caractéristique homogène. 


Considérons do nouveau la fonction principale n déterminée par la 
formule (3) du § I, c’est-à-dire, par l’équation 


(i) 


TïT 



(t)** ^ ( ç “H m / ) n (ç “f- 1 1 ) 

f F(«, C, IC, ^)J,„ 


si II p dq dp. 


dans laquelle on a 

( 2 ) u cos p, c -- sin/>cos< 7 , te :sin/> sin</, 

(3) ç :: - u r -h vy 4 - 11-5. 


Si l’on pose, pour abréger, 

( 4 ) S t~ f >i t, 

alors, aux diverses valeurs de ta considéré comme racine de l’équation 


(5) F(//, C, tC, O, 
correspondront autant de valeurs de v qui vérifieront, la formule 

(6) F( ut, et, tel, s - - g ) .. o, 


et l’équation (5) pourra s’écrire comme il suit 

(7) - 7,'- l) ? "jf ^ l'^Hlnpdqtp 

la valeur de ^ étant 

(8| 1 _ '* . 

’ -s K [ut, et, te/, s — ç) 


Comme on aura d’ailleurs généralement 

^.Jir s,ïit 

/ /(e, te) dq — / /( — C, te) dq, 

0 J Q 

attendu que v, te changent de signe avec sin<y et cos<y quand on fait 
croître ou diminuer l’angle q de la demi-circonférence r., il est clair 



272 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


que, dans la formule (8), on pourra changer les signes de e, w, el sup¬ 
poser en conséquence 


(9) 

la valeur ç, étant 


| .... _ (s — Ç,) n 

'S' K( ut ,—(7, — \vt,s — ç y ) 


(io) ç^ux — t> y — tr 5. 

Il y a plus : on pourra substituer dans la formule (7), non seulement 
l’une quelconque des valeurs de - fournies par les équations (8) ou (9), 
mais aussi la moyenne entre c(‘s deux valeurs, savoir 


(") 


I 

S 


■ ( V.Ç) , ‘- î H (.V- Ç ,)"~ 2 

« P («/, l7, «7, .V — ç) V(ut,—vt, — \vt,.s — ç,) 


Or cette dernière valeur de - sera une fonction rationnelle de//,e, u-’qui 

ne sera point altérée quand on y remplacera e par — e, et ne par — ne; 
et puisque, en vertu des formules (2), 011 aura 

1 t. 

(i'0 »’ --(1 — h 5 )* cosr/, <c — ( i — //*)** siny, 

il est clair que le second membre de la formule (11), considéré comme 
fonction de // et de l’angle 7, sera une fonction rationnelle de //. On peut 
même observer que ce second membre, après la réduction des deux 
fractions qu’il renferme au même dénominateur, sera représenté par 
une fraction nouvelle dont le dénominateur et le numérateur seront, 
eu égard aux formules (12), le premier du degré an, et le second du 
degré o.n — 2 par rapport à la variable//. Il suit immédiatement de cette 
observation que la valeur de déterminée par la formule (11) et les 
équations (12), vérifiera la condition 


(■;*) 


o. 


\l H 


Remarquons d’ailleurs que la formule (7) pourra s’écrire comme il suit 

(,4) 
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Soit maintenant rie rayon vecteur mené <Ic l’origine au point A qui 
a pour coordonnées rectangulaires x, y, z. On aura 

r.— +- 

De plus, on pourra considérer les quantités //, q comme représentanl 
deux des coordonnées polaires d’un autre point B situé, à l’unité de 
distance de l’origine, sur un rayon vecteur qui formerait avec le demi- 
axe des x positives l’angle p, et dans un plan qui, passant par ce rayon 
vecteur, formerait avec le plan des r, y l’angle q. Cela posé, nom¬ 
mons S l’angle compris entre les rayons vecteurs OA, OB. On trouvera 

(i 5 ) ç — r coso ; 

et par suite l’équation (4) donnera 

( t6 y s r cos o r,)t. 

Enfin, si l’on nomme 9 l’angle formé par le rayon vecteur / avec l’axe 
des x, et q -ht l’angle formé par le plan qui renferme cet axe et ce 
rayon avec le plan des r, y, on aura évidemment 

.r —/• cosç, y = /• sin 9 cos(7 t-0, - - /' sih9 sir»(</ -f 1), 

et par suite la formule ( 3 ) donnera 

ç — /'(COS9 cos p - sin 9 cos 1 sin//), 

puis on conclura de cette dernière, comparée à l’équation (10), 

(iy) ■ cosà = C0S9 cos/> 4-SU19 cost sin//. 

Supposons à présent: i° que la fonction II (s) soit toujours nulle, 
excepté entre les limites 

S~—£, 

£ désignant un nombre très petit; 2 0 que l’on attribue à la variable r 
une valeur positive très considérable. Alors la fonction 11 (.v) s’évanouira 
toujours quand la valeur numérique de s ne sera pas très petite. D’ail¬ 
leurs, / étant très grand avec a?, la valeur de s déterminée par l’éqna- 

3Ô 


OE uvres <ie C, — S. I, t. VI. 
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tion (16), et que l’on peut mettre sous la forme 


/ , 6>/\ 
/•(cos o 4- — )> 


ne pourra devenir très petite qu’avec le binôme 

^ fj> t 

COSÔ H-- ) 

V 

et par conséquent avec coso, puisque, r étant très grand, y sera très 

voisin de zéro. Ainsi, dans l'hypothèse admise, lorsque la valeur de v 
donnée par l’équation (i(>) fournira une valeur de II(v) différente de 
zéro, on aura sensiblement 

(l8) COS O — O, 

et, en vertu de la formule (17), 


COS P 

siii9 c.ost 


SI II P 

cos 9 


(c.os 2 9 4- si il 2 9 cos 2 1) 2 


attendu que sin// et cos^p seront positifs. Il est aisé d’en conclure que 
cette valeur des sera généralement croissante avec la variable 


Il — cos p. 

Kn ell’et, on tirera des formules ( 1 ( 3 ) et (17) 

D /( .« — /•(— COS9 sin p -h si 11 9 cos>. cos p) 4- t D,,«, 

ou à très peu près, eu égard à la formule (19), 

r i t 

( io) I),,.?--—/• (cos 2 9 4- sin 2 9 cos 2 i ) 2 — - !),,<•> ; 

et, comme la valeur précédente de D^s sera évidemment négative pour 
de très grandes valeurs de r, si D^co conserve toujours une valeur finie, 
il en résulte que la valeur correspondante de 

* 

(vu) D„s——sinjv 

sera généralement positive. Cette conclusion subsistant dans le cas 
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même où e, w changent de signe, et où ç se trouve remplacé par on 
peut affirmer que, pour de très grandes valeurs positives de x, les va¬ 
leurs de s, pour lesquelles II(.v) ne s’évanouira pas, croîtront, dans la 
formule (i/J), avec la variable u. Donc alors, en substituant à la va¬ 
riable u la variable on aura, en vertu de la formule (8) de la page 2G2, 


(22) 


HT — 


D?-" r' K r r *n (s) 

4« J 0 J G s )« 


t dp ds, 


puis, eu égard à l’équation ( 1 3 ), 

(23) GT = O. 


Ajoutons que l’équation (a 3 ) continuera de subsister tant que la valeur 
de D„j sera positive entre les limites 


( 24 ) s~ — s, s — e. 

Donc, si e, comme on le suppose, est sensiblement nul, la fonction 
principale gt s’évanouira au bout du temps t, tant que la valeur posi¬ 
tive de x ne sera pas assez petite pour que l’on ait simultanément 

(9.5) S “ O, 1) W .V — O. 

La première des équations ( 20) qui, en vertu des formules ( 3 ) et (4), 
se réduit à 

(2O) f/.r 4- vy - 1 - ivz f- (,>/ — o, 

est précisément l’équation en x, y, z qui représente, au bout du temps /. 
un plan tangent à la surface des ondes, et perpendiculaire à la droite 
dont chaque point répond aux deux coordonnées polaires p et q. delà 
posé, l’équation en x, y, z, t, produite par l’élimination de x entre les 
formules ( 25 ), représentera évidemment, pour une valeur donnée de 
l’angle q, la surface cylindrique circonscrite à la surface des ondes, et 
dont la génératrice sera parallèle au plan qui, passant par l’axe 
des x, formerait l’angle q avec le plan des x, y. Il en résulte que la 
plus grande des valeurs positives de x , qui permettront aux for- 



270 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


mules (2.5) (le subsister simultanément, sera l’abscisse du plan perpen¬ 
diculaire «à l’axe des x, et qui touchera les diverses surfaces cylin¬ 
driques de ce genre, correspondantes aux diverses valeurs de l’angle q. 
Kn d’autres termes, cette plus grande valeur de x sera l’abscisse du 
point de la surface des ondes le plus éloigné du plan desj, z, dans le 
sens des x positives. D’ailleurs, la surface des ondes, correspondante 
ii une équation caractéristique homogène, présente, comme il est facile 
de s’en assurer, une forme et des dimensions indépendantes des direc¬ 
tions attribuées aux axes rectangulaires des x , y , z. Donc, relative¬ 
ment à cette surface, le demi-axe des x positives peut avoir une direc¬ 
tion quelconque; et ce que nous avons dit suffit pour démontrer que 
les deux plans qui, étant parallèles à un plan donné arbitrairement, 
limiteront, au bout du temps t, la surface des ondes de part et d’autre 
île l’origine, limiteront aussi, à la même époque, l’espace en dehors 
duquel la fonction principale nr sera constamment nulle. Donc la 
fonction principale xxs s’évanouira toujours en dehors de la plus 
grande nappe de la surface des ondes, si cette plus grande nappe est 
une surface convexe. Si le contraire arrive, on pourra du moins 
affirmer que la fonction principale cï s’évanouira en dehors de la sur¬ 
face qu’on obtiendrait en conservant les portions saillantes de la sur¬ 
face des ondes, et substituant aux portions rentrantes de cette même 
surface des portions de surface développables dont chaque génératrice, 
extérieure à la surface des ondes, la toucherait en deux points diffé¬ 
rents. ('.es conclusions s’accordent avec celles qu’a obtenues M. Blan- 
cbet eu appliquant le calcul des résidus à la détermination des inté¬ 
grales triples auxquelles il avait réduit les intégrales quadruples que 
nous avons citées dans un précédent Mémoire. 

Nous avons supposé, dans ce qui précède, que la valeur de D^w, 
tirée de l’équation ( 5 ), restait toujours finie. Pour étendre les conclu¬ 
sions que nous avons obtenues au cas où cette condition n’est pas 
satisfaite, on pourra recourir à la théorie des intégrales singulières. 
C’est ce que nous montrerons dans un autre Article, où nous recher¬ 
cherons aussi ce que devient la fonction principale, quand la nappe 
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extérieure des ondes n’est pas convexe, entre les portions rentrantes 
de cette nappe et les portions de surfaces développables dont nous 
avons parlé. 

L’enveloppe de l’espace en dehors duquel s’évanouit, au hout du 
temps t, une fonction principale, dont la valeur n’était primitivement 
sensible que dans le voisinage d’un point, est ce qu’on peut nommer la 
surface extérieure d’une onde primitivement concentrée en ce point. 
Cette surface étant connue, on en déduira la surface extérieure d’une 
onde primitivement renfermée dans un volume fini, à l’aide de la con¬ 
struction géométrique indiquée dans le théorème II du § I. 

138 . 

Calcul des uésidus. — /(apport sur un Mémoire de M. Oltramarr, 
relatif an calcul des résidus. 

('. R., I. XIIf, |>. >.<)() ('i août i8{i). 

L’Académie nous a chargés, M. Sturm et moi, de lui rendre compte 
d’un Mémoire présenté par M. Oltramare, et qui a pour titre : Hechcrches 
sur le calcul des résidus. On sait que les principes de ce nouveau calcul, 
développés par l’un de nous en 182O, ont été, depuis cette époque, 
appliqués, non seulement à l’intégration des équations linéaires et à la 
solution des problèmes de Physique mathématique, mais encore à la 
détermination des intégrales définies et à diverses questions d’Analyse, 
soit par l’auteur lui-même, soit par d’autres géomètres, parmi lesquels 
on doit distinguer MM. Tortolini, Richclot, Ostrogradsky et Rou- 
niakowski. Les recherches de M. Oltramare sont principalement rela¬ 
tives aux propriétés dont jouissent, dans le calcul des résidus, deux 
fonctions inverses l’une de l’autre, c’est-à-dire deux variables dont cha¬ 
cune est déterminée en fonction de l’autre par une équation algébrique 
ou même transcendante. Parmi les théorèmes qu’établit M. Oltramare, 
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nous en citerons d’abord un qui se rapporte au cas où l’équation don¬ 
née est algébrique, et qui se trouve énoncé dans les termes suivants : 

Si <p (5) est une fonction quelconque de la variable z, uniforme ou mul¬ 
tiforme, donnée par une équation algébrique, et qui, pour des valeurs infi¬ 
nies réelles ou imaginaires de z, conserve une valeur finie, le résidu inté¬ 
gral de la somme des valeurs de cette fonction sera précisément égal au 
résidu intégral de la somme des valeurs de sa fonction inverse. 

M. Oltramare observe avec raison que le théorème s’étend au cas 
même où l’on remplacerait la fonction inverse de ç»(s) par ce qu’il 
nomme la fonction inverse de seconde espèce, c’est-à-dire, pour parler 
exactement, par la fonction inverse de la somme des valeurs de 9(3). 

La démonstration que donne M. Oltramare du théorème énoncé se 
déduit rigoureusement de la règle établie pour la détermination du 
résidu intégral d’une fonction, à la page 1 34 du premier Volume des 
Exercices de Mathématiques ('). On pourrait même simplifier cette 
démonstration, comme nous allons le faire voir. 

Considérons une équation algébrique entre x et y, dont le premier 
membre soit une fonction entière du degré m par rapport à x , du degré 
n par rapport à y et du degré m -h n par rapport au système des deux 
variables; ce qui exige que le coefficient du terme proportionnel h x"‘ 
et à y" ne s’évanouisse pas. En vertu de la règle que je rappelais tout à 
l’heure, le résidu intégral de la somme des valeurs de x considéré 
comme fonction de t et le résidu intégral de la somme des valeurs de t 
considéré comme fonction de x, dépendront uniquement l’un et l’autre 
des coefficients des quatre termes qui renfermeront les puissances a?"* ou 
r'”~' de a?, et y" ou y"~' dey. Donc, quels que soient les nombres m et n, 
ces résidus conserveront les valeurs qu’ils prendraient si les coeffi¬ 
cients de ces quatre termes subsistaient seuls, tous les autres coeffi¬ 
cients étant nuis; ce qui permettrait de réduire l’équation donnée à 
une équation du premier degré en a?ety, ou de la forme 

A xy -t- D x C y 4-1 ) = o. 

( ! ) OElivres de Cauchy, S. Il, T. VI, p. 169. 
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Mais alors chacun des deux résidus dont il s’agit se réduirait au rapport 

HC —AI) 

À* 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Deux variables x, y étant déterminées, l’une en fonction de l’autre, 
par une équation algébrique, dans laquelle un même terme renferme à la 
fois la puissance la plus élevée de x et la puissance la plus élevée de y, le 
résidu intégral de la somme des valeurs de x, et le résidu intégral de la 
somme des valeurs de y, seront égaux entre eux, et dépendront des coeffi¬ 
cients des quatre termes qui renfermeront la puissance x m ou x'"~‘ de x 
avec la puissance y" ou y" - ' de y. Ils resteront donc invariables, si, sans 
altérer ces quatre coefficients, on fait varier tous les autres ou même les 
nombres entiers m et n. 

Les théorèmes démontrés par M. OItramare, pour les fonctions qui 
représentent des racines d’équations algébriques, ne peuvent pas être 
étendus sans restriction aux diverses fonctions transcendantes. Aussi 
l’auteur s’est-il borné à les établir pour certaines fonctions de cette 
espèce. D’ailleurs, dans les derniers paragraphes de son Mémoire, il a 
déduit, des formules rappelées ou établies dans les premiers, des som¬ 
mations et des transformations de séries qui paraissent «lignes de 
remarque, et propres à intéresser les géomètres. 

En résumé, les Commissaires pensent que le Mémoire de M. OItra¬ 
mare est digne d’être approuvé par l’Académie et inséré, avec, une 
réduction à laquelle l’auteur a consenti, dans le Recueil des Savants 
étrangers. 

Nota. — Pour obtenir le résidu de x considéré comme fonction de y, 
et le résidu de .y considéré comme fonction de .r, quand les variables x, 
y sont liées entre elles par l’équation 

( i ) A xy B x -+- Cy -h I) — o, 

il suffit d’observer que ces résidus ne varieront pas si l’on remplace 

x par x -4- a, y par y -i- c, 
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en choisissant a, 6 de manière à faire disparaître les termes du premier 
degré. Mais alors l’équation deviendra 

A xy -h D' — o. 


la valeur de D'étant D 
sera égal à 


DC 

Donc, par suite, chacun des deux résidus 

D' DC —AD 

A “ " A 2 


130 . 

Mécanique céleste. — Méthode nouvelle pour le calcul des inégalités des 
mouvements planétaires , et en particulier des inégalités à longues 
périodes. 

G. H., t. XIII, p. 3 17 (<j août i8{i). 

Le calcul des inégalités séculaires et périodiques des mouvements 
planétaires dépend surtout du développement de la fonction perturba¬ 
trice en série de termes proportionnels aux diverges puissances entières, 
positives, milles, ou négatives, d’exponentielles trigonométriques, dont 
les arguments sont les anomalies moyennes des mouvements dont il 
s’agit. Le coefficient de chacun de ces termes doit se réduire à une 
fonction des éléments elliptiques de deux planètes, et le coefficient du 
terme général de la série varie, d’une part avec ces éléments, d’autre 
part avec les exposants n, n' des puissances auxquelles on élève les 
deux exponentielles trigonométriques correspondantes aux deux pla¬ 
nètes que l’on considère. Dans les Traités d’Astronomie, les coefficients 
des divers termes se trouvent, pour l’ordinaire, successivement déduits 
les uns des autres, ce qui entraîne de longs calculs, et ne permet pas 
de reconnaître facilement les erreurs que l’on aurait pu commettre. 
Pour remédier à ces inconvénients, j’ai donné, dans mes Mémoires sur 
la Mécanique céleste, des formules qui offrent le moyen de calculer 
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directement le coefficient de clinque terme. Ces formules sont particu¬ 
lièrement utiles lorsque les exposants n, ri sont peu considérables. 
Mais, dans le cas contraire, elles n’abrègent pas assez les calculs pour 
qu’ils ne soient encore très pénibles; et l’on n’a jusqu’ici trouvé aucune 
méthode à l’aide de laquelle on puisse déterminer facilement la valeur 
très approchée d’un coefficient correspondant à de grandes valeurs 
de n , ri. Le besoin urgent que l’on aurait d’une semblable méthode 
en Astronomie m’était encore représenté dernièrement par M. Le Ver¬ 
rier, qui vient de terminer, à l’aide de ses formules d’interpolation, un 
grand et difficile travail sur la planète Pallas. Cédant aux instances de 
ce jeune savant, j’ai dirigé mes recherches vers un problème dont la 
solution peut épargner aux astronomes tant de fatigues et tant de 
veilles. J’ai été assez heureux pour atteindre le but de mes efforts. Me 
proposant de publier successivement dans les Exercices <VAnalyse et de 
Physique mathématique les résultats de ces nouvelles recherches, j’en 
donnerai seulement de courts extraits dans les Comptes rendus des 
séances de l’Académie des Sciences. Je me bornerai pour aujourd'hui à 
indiquer les principes généraux sur lesquels s’appuie la nouvelle mé¬ 
thode. D’autres articles en offriront l’application au calcul des mouve¬ 
ments des corps célestes. 

Le présent Mémoire est divisé en deux paragraphes. 

Le premier paragraphe est relatif à certaines propriétés des fonctions 
entières et réelles des sinus et des cosinus d’un même angle. Il est aisé 
de voir qu’une semblable fonction peut toujours être transformée en 
une fonction rationnelle d’une seule variable, savoir de la tangente 
trigonométrique de la moitié de cet angle. J’en conclus que si, après 
avoir égalé à zéro une semblable fonction, on résout l’équation ainsi 
formée, par rapport à l’exponentielle trigonométrique dont l'argument 
est l’angle ci-dessus mentionné, on obtiendra des racines qui, prises 
deux à deux, offriront pour modules deux nombres inverses l’un de 
l’autre. D’ailleurs des formules, que j’ai données dans les Exercices de 
Mathématiques y fournissent divers moyens de décomposer l’équation 
dont il s’agit en deux autres qui offrent, la première, toutes les racines 

OF.uvres de C — S. 1, t. VI. 36 
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dont les modules sont inférieurs à l’unité, la seconde, toutes les racines 
dont les modules surpassent l’unité. 

Le deuxième paragraphe est relatif au calcul du terme général, dans 
le développement d’une fonction en série de termes proportionnels 
aux diverses puissances entières, positives, nulle, ou négatives, d’une 
exponentielle trigonométrique. On prouve aisément que le coefficient 
du terme général peut être représenté par une intégrale relative à 
l’angle qui sert d’argument à l’exponentielle, la différence entre les 
valeurs extrêmes de cet angle étant la circonférence même. Considé¬ 
rons, en particulier, le cas où cette intégrale représente le coefficient 
de la n i,,ue puissance de l’exponentielle trigonométrique, la valeur 
numérique de n étant un nombre très considérable; et supposons d’ail¬ 
leurs que la fonction donnée offre pour facteur une puissance négative, 
entière ou fractionnaire, d’une fonction réelle et entière du sinus et du 
cosinus de l’argument. Si l’équation auxiliaire que l’on obtiendra en 
égalant cette fonction à zéro est résolue par rapport à l’exponentielle 
trigonométrique, on pourra, sous certaines conditions que le calcul 
indique ('), déduire de cette résolution la valeur de l’intégrale expri¬ 
mée à l’aide d’une série très convergente; et même, pour obtenir le 
premier terme de la série, il ne sera pas nécessaire de chercher toutes 
les racines de l’équation formée comme on vient de le dire. Le premier 
terme, qu’on pourra se contenter de calculer seul, quand la valeur 
numérique de n deviendra très grande, dépendra uniquement de la 
racine qui olfrira le module le plus voisin de l’unité, ce module étant 
d’ailleurs compris entre les limites o et i. Cette remarque fournit, dans 
la Mécanique céleste, le moyen d’obtenir très promptement celles des 
inégalités périodiques dont le calcul offrait jusqu’il présent les plus 
grandes difficultés. 

Au reste, les intégrales relatives à des angles dont les valeurs ex¬ 
trêmes diffèrent entre elles d’une circonférence entière ne se ren- 


( l ) Los conditions dont il s’agit sont quo les modules do toutes les racines diffèrent de 
l'unité; que, parmi les modules supérieurs à l'unité, le plus petit surpasse y/a; enfin quo 
le doublo do celui-ci soit inférieur à chacun des suivants diminué de l'unité. 
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contrent pas seulement dans les problèmes (l’Astronomie, mais aussi 
dans une multitude d’autres, par exemple, dans la théorie des trans¬ 
cendantes elliptiques et dans les questions de Physique mathématique. 
Mes nouvelles formules pourront donc être utiles dans les questions 
de ce genre; ce que j’expliquerai plus en détail dans un autre Article. 


140 . 


Physique mathématique. — A ote sur la surface des ondes lumineuses 
dans les cristaux à deux axes optiques. 

(1. H., I. XIII, j>. jioûl I«4u. 


En partant des formules que j’ai données dans la séance du ut) juillet, 
et en ayant recours à un artifice de calcul que j’ai indiqué dans les pré¬ 
liminaires des applications du Calcul infinitésimal à la Géométrie, on 
passe très facilement de l’équation que Fresnel a obtenue pour repré¬ 
senter, dans les cristaux à deux axes optiques, la surface des ondes 
lumineuses, à l’équation caractéristique correspondante, et récipro¬ 
quement. Je joins ici ce calcul, qui peut intéressera la fois les physi¬ 
ciens et les géomètres. 

Sous certaines conditions que j’ai données dans un Mémoire pré¬ 
senté à l’Académie le 20 mai i 83 <), et qui paraissent remplies lorsque 
l’éther se propage dans un cristal à deux axes optiques, la détermina¬ 
tion des mouvements infiniment petits des molécules éthérées se 
ramène à l’intégration d’une équation caractéristique qui, lorsqu’on 
néglige la dispersion, se réduit sensiblement à la suivante 

I)/nr — [(b 4- c) I>1 (c -t- a) D* ~f- (a I- I)) I)î] D t 5 in 
4- (bc D* 4- ca I)= 4 - ab DJ) ( I)’ -t- 1); 4 - l)?)nr o, 

ci désignant la fonction principale, x, y, z trois coordonnées rectan¬ 
gulaires, t le temps, et a, b, c des constantes positives. Donc alors la 
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surlaco caractéristique est représentée par l’équation 

t'— [( b -h c)x‘+ (c 4- a)y s 4-(a 4- b)z*]* s 
4- f lie x. s 4 - cay 2 4 - a b z 2 ] (x 2 4- y i 4- z-) — o, 


ou, ce qui revient au même, par la suivante 


(') 


x* y* 

t' — av* 



— o, 


x, v, z désignant les coordonnées rectangulaires d’un point de celle 
surface, et le rayon vecteur x, mené de l’origine au point (x, y, z), étant 
lui-même déterminé par la formule 

v*=x* 4 -y* 4 -z*. 

Désignons maintenant par S le premier membre de l’équation (i). 
Pour passer du point (x, y, z) de la surface caractéristique au point 
correspondant (,r, v, s) de la surface des ondes lumineuses, il suffira 
(mV la page 2 G 7 ) d’éliminer x, y, z entre les formules 

( ■.? ) .r x 4- y y 4 - •: z 4- P — o 

et 

^ l) x S ~ 1) T S “ ILS’ 

Or, si l’on pose, pour abréger, 

, „ ax s b y 2 cz s 

v _ (/' 2 -ac *)* (* 3 — bv *) 1 (/—Cl 2 ) 2 

la formule (3) deviendra 


(•>) 




X 04- 




Si, dans cette dernière, on combine par voie d’addition les termes cor¬ 
respondants des trois rapports, après avoir multiplié respectivement 
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ces termes par les facteurs 

ax l>y r,z 

i 5 - ai* ’ t*~ IjU*’ ’ 

alors, en ayant égard à l’équation (i) présentée sous la forme 

ax 2 b y 2 cz* 

1 ’ ?— In”* + 7 1 — c.«.* ' '* 


on obtiendra un nouveau rapport dont le dénominateur sera nul; el 
comme ce nouveau rapport devra être équivalent aux trois premiers, 
son numérateur devra encore s’évanouir. On trouvera ainsi 


( (i ) 


a .ex I) y y 

h 7 rr’b 7 * 




cv 


ou, ce qui revient au même. 


( 7 ) 


rx >y zv. 

t 1 — aé ' + ~ ’’ / 2 — c’é 


Si, en revenant à la formule ( 5 ), on y combine, par voit; d’addition, 
les termes des trois rapports qu’elle contient, après avoir respective¬ 
ment multiplié ces termes : i" par les facteurs 

y, z; 

i>." par les facteurs 

** 9 .} y v i 

alors, en nommant r le rayon vecteur mené de l’origine au point(r, y, z), 
ou, ce qui revient au même, en posant, pour abréger, 

— JC ' H-_!•*-+- c 2 , 

et ayant égard aux équatious (i), (2), (7), on trouvera 

t- _ r- 
<-K 2 1 i- 0^ 2 ’ 




par conséquent 
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* 

Enlin, si l’on substitue la valeur précédente de 0 dans la formule ( 5 ), 
celte formule deviendra 

X V ; 

/•*—«/* r 1 —l>/- /•*—<•/- 


t' — av ! t* — Ijv 2 r-c/ 


Or il résulte évidemment de celte dernière que, sans altérer l’équa- 
lion (G), on peut y remplacer les trois quantités 


!•— JU 1 C--lu 4 /‘—et* 


par les trois autres quantités 

x Y - 

/ - a/- ’ /•* - b? ’ /•* — «/* ’ 

qui sont respectivement proportionnelles aux trois premières. En opé- 
ranl ainsi, l’on verra l’équation (G) se réduire à la formule 

a ./- 2 I» k 2 ce 2 

11 o) FT? + 7*-hï- + F~TÏ °* 

Celle dernière est précisément l’équation de la surface dos ondes 
obtenue par Kresnel, et présentée sous la forme la plus simple. Elle 
pourrait encore s’écrire comme il suit : 

r l iU* H /•* - ht 1 * r“--ce 


Ajoutons que, si l’on posait 


'équation (îo) deviendrait 


r- - - o/ * t 1 — br* t i — cr i 


Donc, la surface caractéristique étant représentée par l’équation (i), il 
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suffira, pour obtenir la surface des ondes, de remplacer dans celle 
équation (i) les nombres 

a, 1), c 

par les nombres inverses 

i l i 

a —: - » b — y y C - . 

a I) c 

Réciproquement, la surface des ondes étant celle que représente l’é¬ 

quation (12), la surface caractéristique sera nécessairement celle que 
représente la formule (1); et par suite, si, en admettant pour surface 
des ondes lumineuses celle que Fresnel a donnée, on cherche l'équation 
caractéristique propre à représenter les lois des vibrations de l’éther 
dans les cristaux à deux axes optiques, on trouvera que cette équation 
caractéristique est précisément celle de laquelle nous sommes partis, 
c’est-à-dire qu’elle est de la forme 

R/et —-1 (I) -b c) D*. b (e -b a ) I); b (a b I)) l)|J l>/ m 

-b (bo I)* -1- ca I); -b ab I)?) (I) 2 b J>> -b I) 2 )ct o. 


Calcul intégral. — Note sur l’intégrale définie double qui sert 
à i intégration d'une équation caractéristique homogène. 

C. IL, I. XIII, 1». Miï (Ki août 1 «4 1 )- 


L’auteur annonce une réduction nouvelle de l’intégrale double à 
l’aide de laquelle il est parvenu à représenter la fonction principale ~ 
correspondante à une équation caractéristique homogène de l’ordre //, 
dans le cas où la valeur initiale de I)'' 1 pt dépend seulement en chaque 
point de la distance r à un centre fixe. 11 se propose de développer dans 
un prochain Article celte réduction nouvelle, et les conséquences 
remarquables qui s’en déduisent. 
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Calcui. intégrai.. — Sur la réduction nouvelle de la fonction principale 
qui vérifie une équation caractéristique homogène, et sur les conséquences 
qu'entraîne cette réduction. 

C. II., I. XIII, |>. 3<)7 (■•>.!< août 18;i), 

Dans le dernier Compte rendu , j’ai annoncé une réduction nouvelle 
de la fonction principale qui vérifie une équation caractéristique homo¬ 
gène d’un ordre donné n. Pour obtenir celte réduction, et la déduire 
de l’intégrale double à l’aide de laquelle j’ai précédemment représenté 
cette fonction, il suffit de supposer infiniment petit le rayon t de la 
sphère dans laquelle se trouve renfermé l’état initial, et en dehors de 
laquelle s’évanouit la valeur initiale de la dérivée de la fonction prin¬ 
cipale de l’ordre n — i. Si l’on nomme surface des ondes celle que j’ai 
désignée sons ce nom en i 83 o, il suffira de promener sur cette surface 
le centre d’une sphère dont le rayon serait s, pour que cette sphère 
engendre une onde qui aura partout la même épaisseur égale au dia¬ 
mètre de la sphère. Or, de la réduction que j’ai obtenue, il résulte 
que la dérivée de la fonction principale de l’ordre n —i sè réduit, 
pour les points situés dans l’intérieur de cette onde, à une quantité 
infiniment petite, et, pour les points situés hors de cette même onde, 
à une quantité infiniment petite d’un ordre plus élevé. Mais, celte der¬ 
nière pouvant toujours être négligée par rapport à une quantité infini¬ 
ment petite d’ordre moindre, on doit en conclure que la dérivée de 
l’ordre n — î de la fonction principale s’évanouit toujours hors de 
l’onde dont nous avons parlé, quelle que soit sa forme, et même entre 
les diverses nappes de cette onde; par conséquent elle s’évanouit, dans 
l’hypothèse admise, pour tous les points qui ne sont pas infiniment 
rapprochés de la surface des ondes, telle que je l’ai définie dans le 
liul/ctin de M. de Férussac du mois d’avril i 83 o. 

La fonction principale étant déterminée comme je viens de le dire. 
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dans le cas où le rayon z est infiniment petit, pour étendre cetfe déter¬ 
mination et les conclusions précédemment obtenues au cas où l’état 
initial est quelconque, il suffit de recourir aux formules de transfor¬ 
mation que j’ai données dans une des précédentes séances. 

Le Mémoire où ces divers résultats seront exposés en détail devant 
être publié en entier dans les Exercices d'Analyse et de Physique mathé¬ 
matique, je me contenterai d’indiquer ici brièvement les formules aux¬ 
quelles je parviens et les théorèmes qui s’en déduisent. 


ANALYSE. 


Soient 


PREMIÈRE PARTIE. — PRÉLIMINAIRES. 

§ l rr . — Théorème d’Analyse et de Géométrie. 

1 9 ,)> * 


trois coordonnées rectang 


ulaires, liées aux trois coordonnées polaires 

/>, <j, >' 


par les équations connues 


./• = ///*, y — r/', z — iir, 

dans lesquelles on a 

(i) « ~ cos/>, e — sin/> cos q, »c = sin/> siiw/. 

Soient de plus 

-S = rl(.r, y, z) 

une certaine fonction des coordonnées rectangulaires x, y, z, et a la 
racine positive de l’équation 

(a ) V -H ( IV * y + ( IM )\ 

La "fortn u le 

( 3 ) * = ‘> 

représentera une certaine surface courbe LMN; et si, les valeurs des 

OJCtwrcs <le C. — S. I, t. VI. J 
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coordonnées polaires p, q sont précisément celles qui déterminent la 
direction de la normale menée à la surface courbe LMN par le point 
(x, y, z), on aura 

(4) JL JL — AL —1. 

K ]) y -s D.-S al 

Enfin, si l’on nomme x, y, /. les coordonnées courantes du plan tan¬ 
gent mené il la surface courbe par le point ( x , y, z), l’équation de ce 
plan sera 

(•">) u(\ — x) -h t’(y-j') -+- U’(z — z) — o, 

et pourra être présentée sous la forme 
((>) «x + ey + tez = 0 , 

0 désignant une fonction déterminée des angles p, q, savoir, celle à 
laquelle on parvient quand on élimine x, y, z de l’expression 

n. v -h ey -h w z 

à l’aide des formules ( 3 ) et ( 4 ). Ajoutons que, pour retrouver l’équa¬ 
tion ( 3 ), il suffira d’éliminer p, q entre l’équation 

( 7 ) h x -I- (’ >' -+- il’; — 0 

et les dérivées de cette dernière dilférentiée successivement par rapport 
à p et par rapport à q. Cela posé, on établira sans peine, soit à l’aide 
de l’Analyse seule, soit à l’aide de la Géométrie et de l’Analyse combi¬ 
nées ensemble, les propositions suivantes : 

Théorème 1 . — Si le point ( oc, y, s ) est situé, non plus sur la sur¬ 
face. LMN représentée par l’équation ( 3 ), mais à une 1 res petite distance de 
cette surface, S cessera de s’évanouir; et, si l’on nomme p la distance dont 
il s’agit, on aura sensiblement 



la valeur de A étant tirée de la formule ( 2 ). 
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Théorème II. — Si, le point {oc,y, z) étant situé sur la surface LMN, 
le plan tangent mené à cette surface ne la traverse pas, l’aire de la section 
faite clans la surface par un plan parallèle mené à la distance p du premier 
sera sensiblement proportionnelle à cette distance quand celle-ci deviendra 
très petite. Alors, en effet, cette même aire sera sensiblement égale au pro¬ 
duit 

0o, 

(■) désignant l'aire de iellipse dont les coordonnées courantes 

x, y, z 

vérifieront le système des deux équations 


(9) 


x 2 D 2 -S 4 - y 2 l) 2 -S + z 2 l)?-S -h ayz l) y l) s 8 4- 2zx l) s 4- 0. xy l) x \) y s — ± 2.* 1 , 
X I) X 'S 4- y l) r s 4- z Ih-S = o. 


On peut observer que l’ellipse dont il s’agit ici est précisément celle 
qui a été nommée indicatrice par M. Charles Dupin, et que, des équa¬ 
tions (9), la première représente la surface d’un ellipsoïde, la seconde 
un plan diamétral de ce même ellipsoïde. 

Observons encore que la valeur de H, telle qu’elle se trouve définie 
dans le théorème précédent, se réduit à une fonction de x, y, z qui 
est complètement déterminée quand la fonction d(x,y,z) est connue. 
On pourra donc calculer la fonction de x, y, z représentée par H, non 
seulement pour un point situé sur la surface DIVIN, mais encore pour 
un point situé hors de cette surface. 

Théorème III. — Si le point [x, y, z) est situé hors de la surface LMN, 
mais à une très petite distance p de cette surface, et de manière à pouvoir 
devenir le sommet d’un cône à base finie circonscrit ci la surface LMN, la 
courbe de contact de cette surface et de la surface conique sera générale¬ 
ment très peu différente d’une ellipse, et l’aire de cette ellipse sera sensib/e- 



Tiiéorème IV. — Si l’on promène sur la surface LMN le centre d'une 
sphère dont le rayon soit s, l’espace traversé par celle sphère sera limité 
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par deux enveloppes, l’une intérieure, l’autre extérieure, et la normale 
menée par un point quelconque à la surface LM N sera en même temps nor¬ 
male aux deux enveloppes, qu’elle traversera en deux points dont la dis¬ 
tance sera le diamètre ‘is de ta sphère génératrice. L’espace dont il s'agit 
sera donc une espèce e/’onde qui offrira partout la même épaisseur. Ajou¬ 
tons que, pour obtenir l’enveloppe extérieure ou intérieure de celte onde, il 
suffira de promener dans l’espace le plan représenté, non plus par l’équa¬ 
tion ( 7 ), mais par la suivante 

*♦ 

(10) ux 4- »’ >' -H tvc — Oèszs, 

c’est-à-dire, d’éliminer les anglesp, q entre celle équation et ses deux dé¬ 
rivées relatives à ces angles. L’équation ( 10 ) elle-même sera celle d’un plan 
tangent à l’enveloppe extérieure ou intérieure de l’onde, et séparé, par ta 
distance s, du plan parallèle et tangent à la surface LMN. 

Théorème V. — Les mêmes choses étant posées que dans les théorèmes 111 
et IV, et la distance s étant très petite, ainsi que p, si le point (x,y, :■) 
devient le sommet d’un cême à base finie, circonscrit, non plus à la sur¬ 
face LMN, mais à l’enveloppe extérieure de l’onde, dont l’épaisseur est is, 
l’aire de contact de cette enveloppe et de la surface conique se réduira 
sensiblement à une ellipse, et l’aire de cette ellipse sera sensiblement égale 
au produit 

O(p-s), 

p désignant toujours la distance du point (x, y, z) à la surface LMN. 

§ 11 . — Théorèmes de Calcul intégral. 

Considérons l’intégrale définie 

f t{x,l)dx, 

Ç, X 

désignent deux valeurs réelles de la variable x, et f(a?, 1) une fonction 


(0 

dans laquelle 
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réelle des deux variables a?, t liées entre elles par une certaine équation 
caractéristique 

(2) . F(.r,/)--<>. 

Soient d’ailleurs 

-, 1 

les valeurs particulières de la variable t correspondantes aux valeurs 
particulières 

de la variable x\ et supposons, pour fixer les idées, que dans l'inté¬ 
grale (1) la seconde limite surpasse la première, en sorte qu’on ait 

\ >ç. 

Si, tandis que x varie et croit en passant de la limite ; à la limite x, la 
variable / est toujours croissante ou toujours décroissante, chacune des 
dérivées 

IV 1 ', IV t 


sera toujours positive dans le premier cas, toujours négative dans le 
second, entre les limites des intégrations, et l’on aura 

(3) j f(.c, t) dx —.J ï(x, t) l) t .i c(t, 

ou, ce qui revient au même, 

<i) l ' 


Or on conclut de cette dernière formule : i” lorsqu’on a / > -, 
par suite, D x t > o. 


f S f(.C, t) dur — f - df. 

Je J T V^IVO* 


cl. 


2° lorsqu’on a t <^z, et, par suite, 1 o. 
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Si l’on nomme a la plus petite et b la plus grande des deux valeurs 
extrêmes t, l de la nouvelle variable t, on aura dans les deux cas 



On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Théorème 1 . — Soient ne, t deux variables réelles liées entre elles par 
une certaine équation caractéristique, f(a?, t ) une fonction réelle de ces 
mêmes variables, et 

Ê» x 

deux valeurs particulières de x, dont la seconde surpasse la première, en 
sorte qu’on ait 

x>£. 


Supposons d'ailleurs que la variable t , considérée comme fonction de x, 
soit toujours croissante ou toujours décroissante, tandis que l’on fait 
croître x entre les limites 

x — t, x = x. 


Enfin nommons a la plus petite et b la plus grande des valeurs extrêmes 
ole la variable t, correspondantes aux valeurs extrêmes 2; et x de la va¬ 
riable x , de sorte qu’on ail encore 


On trouvera 

(~>) 


b > a. 




£(£. f) 


dt. 


Corollaire. — Si la fonction f'(x,l) était du nombre de celles que 
l’on rencontre souvent dans les questions de Physique mathématique, 
et s’évanouissait toujours, pour des valeurs de t situées hors de cer¬ 
taines limites 

t — a, t — 6 > oc, 


alors, en vertu de l’équation (5), on aurait premièrement 

(<>) ( f(.r, t ) clx ~ o, 
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si a et 6 étaient situés hors des limites a, b; secondement 


(7) 


Ji J* CdC-n* 


\ J a V^CÎÏarO* 

si a seul était compris entre les limites a, b\ troisièmement 

(8) f X i(x,t)cU= 

J\ J a V'd>^) 2 

si fj seul était compris entre les limites a, b; enfin, quatrièmement, 

(y) f i{.c,t)<h'=l ^ ’ l )r. dt, 

'■ \ * a V ( 

si a, 6 étaient tous deux compris entre les limites a et b. 

Jusqu’ici nous avons supposé que la variable /, considérée comme 
fonction de x, en vertu de l’équation caractéristique, était toujours 
croissante ou toujours décroissante, tandis que la variable .v croissait 
en passant de la limite ; à la limite a?. Considérons maintenant le cas 
où cette condition ne serait pas remplie, et où, en passant de la limite ç 
à la limite x, la variable x acquerrait successivement diverses valeurs 

Çl > ^ 3 > • • • » £.n 

correspondantes à des valeurs maxima ou minima 

fl) ~2 > 9 ••• 9 ~ n 

de la variable l. Alors chacune des fonctions dérivées 

conserverait le même signe, tandis que x varierait entre deux limites 
représentée 


£9 Çl » ^2 9 * * • 9 £,119 ^ 5 

et, après avoir décomposé l’intégrale (i) en plusieurs parties à l’aide 
de la formule 

J s»* s» s» s» x 

' f (æ 9 t)djcz=z i f(.r, t)dæ -h / f(*r, t) clx *+-... -f- / f(.r,/) d.r •, 

5 Jt Jt t Jt 
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on pourrait appliquer à chacune de ces parties le théorème I. On se 
trouvera ainsi conduit à cet autre théorème. 

Tiii'.oiw'.mk II. — Soient .v, t deux variables réelles liées entre elles par 
une certaine équation caractéristique, f(x, t) une fonction réelle de ces 
mêmes caria blés, et 

l, \ 

deux videurs particulières de x dont la seconde surpasse la première, en 
sorte qu’on ait 

\>i. 

Soient d'ailleurs, entre les limites \ et x, 

’r v* 'r 

Ç1 y Ç 2 > • • • > 4 « 

les /'(dents successives de x pour lesquelles t , considérée comme fonction 
de x, devient un maximum ou un minimum; enfin soient 


T 1 9 ^ 2 > ‘ • * 9 ~fl 

les valeurs correspondantes de y, propres à représenter des maxima ou 
mi ni ma de la variable t. Si l’on nomme 


a, t> 

deux termes consécutifs de la suite 

(II) . . 7| , T J, . . ., T n , t., 


a étant le plus petit de ces deux termes, et b le plus grand, on aura 


( i ■.*. ) 




dt, 


le signe i, indiquant une somme d’intégrales correspondantes aux divers 
systèmes de valeurs de a et de b. 


Corollaire 1. — Supposons, par exemple, que, n étant égal à 2 , la 
variable t, considérée comme fonction de x , devienne un maximum 
pour x = !*,, et un minimum''pour.r = g,; alors la formule ( 12 ) donnera 


[ f (x,t)dx= f' 




dt 


r: 


0 iU , f' HX't)' 
t, V(i>xO* Jx t SjWxt)* 


dt. 
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Corollaire 11. — Si la fonction f(.r,/) était’du nombre de etdles 
(jne l’on rencontre souvent dans les questions de Physique mathéma¬ 
tique, et s’évanouissait hors de certaines limites 

t ----- X, t C ;> 3!, 


alors, dans le second membre de la formule( 12 ), 
forme 


i 


' f(•*;,/) 


dt 


cha(|Ue 


intégrale de la 


pourrait être remplacée par zéro, lorsque a, 6 ' seraient situés hors des 
limites a, b ; par une intégrale de la forme 


r, 


l'O, O , /*" f( ./•,/) , 

_ - - dt ou / • dt, 

V 7 (I >*O a v't !>.,/)* 


si a seul ou £ seul était renfermé entre les limites a, b\ enfin par l’in¬ 


tégrale 


«-'a 


si a et tétaient renfermés tous deux entre ces 


limites. 


Corollaire Jll. — Les mêmes choses étant posées que clans le théo¬ 
rème II, si le facteur f(,r, t) s’évanouit pour une valeur quelconque 
de /, renfermée entre la plus petite et la plus grande des quantités 


on aura 

o;î) 


T, T|> •••» t. 


,x 

I f(.r, l ) d.t . o. 


Corollaire IV. — Les mêmes choses étant posées que dans le théo¬ 
rème U, si la fonction f(.r, /) s’évanouit hors des limites 


l :_3 a, t - : 6 > x, 

et si ces limites sont renfermées entre deux termes consécutifs quel- 
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conqucs (le la suite 

”l * “it • • • » “ni C 

eu aura 


/ !'(./•, I) (h- -zz y I 


' 'Jir, 0 
: S/"(D,/) s 


Il est important d'observer que, dans les diverses intégrales définies 
dont la somme composera le second membre de l’équation précédente, 
la fonction sous le signe f prendra généralement diverses formes, eu 
égard aux diverses valeurs de la variable .r, considérée comme fonction 
de la variable t. 


i»i:t xi/iMK PAicni:. — eftrmoiiNvno.N de i.a fonction imiincipaijî coimikspondani'e 

A IM'. OAHAOlfiltlSTlQlK IIO.UOOfcNK. 

y| l". - Considérations générales. 

Prenons pour variables indépendantes trois coordonnées rectangu¬ 
laires .r, y, :■ et le temps /. Soit d’ailleurs 

l'O,/, z, t) 

une fonction de ces variables indépendantes, entière, homogène, du 
degré n ('t dans laquelle le coefficient de /" se réduise* à l’unité. Knfin, 
soient 

r = \;.r -•+• y i ■+■ s* 

la distance du point (.r, K, z)ii l’origine des coordonnées, <*t m une 
fonction principale assujettie : i° à vérifier, (jmd <|ue soit /, l’équation 
caractéristique bomogène 

(O F(D.r, l)y, I);, D t )nr -- <>; 

2° à vérifier, pour ( -- o, les conditions 

(•!) m -- o, D/Kt ----- o, ..., J )'! ‘ro-— II ( /•). 

On pourra d’ailleurs supposer que Iï(/■) représente une fonction paire 
de /*, en sorte que l’on ait 

(U) 


M(- O ^ «(/•); 
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et alors on trouvera, comme nous l’avons montré dans une précédente 
séance, 


( 4 ) 




i)? " r iT ' r r o." Hi f-Moii(ç=- 

J 0 J 0 ( F(//, c, H', r,\) 


; sin p rJ</ dp. 


les valeurs de u, e, «r, ç étant 


( 5 ) u cos/>, r ^ sin /M OS7, u ----- si 11 /> si 11 /y, 

(6) s -- //•*’ -f- i’.c i - n’v. 


D’autre part, comme on a généralement 


£(/(«))«.> ■ -£(/( 


il en résulte qu’à la formule ( \ ) on pourra encore' substituer la sui¬ 
vante 


( 7 ) 


bt — 


t>; 2 -" r™ /•" r m" 2 u m/ 

\r. e | F( — <■*>)}„, 


sin/; <l </ ;///. 


Supposons maintenant que K(.r,y, 3,/) soit, comme il arrive ordi¬ 
nairement dans les problèmes de .Mécanique, une fonction paire do /, 
c’est-à-dire une fonction entière de / 2 . On aura 

F ( //, c, ic, — ',)) - K( u, c, ic, 


Par conséquent, la formule (7) donnera 

n* " r* -u- — w) il (i 

(8) BJ T- — / I l , SMI />l/c/<//>. 

V | !'(//. C. IC, M)J„, 


Alors aussi l’équation 

( 9 ) 


K(«, c, ic, o») 


résolue par rapporta w, fournira des racines égales deux à deux au signe 
près, mais affectées de signes contraires; et, en supposant toutes ces 
racines réelles, on reconnaîtra aisément que, dans le second membre 
de la formule (8), la partie correspondante aux racines positives de 
l’équation (9) ne diffère pas de la partie correspondante aux racines 
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négatives. On pourra donc supposer le signe £ relatif aux seules racines 
positives, pourvu (jue l’on double le résultat ainsi obtenu. Donc, si l’on 
pose, pour abréger, 

( 10 ) ‘I>(//, c, H', (,)) --- l),„F(//, c, tr, >,)) 

cl 


(ii) 


ç — t -. .y, 


la formule (8) donnera 


in) 




d; "y r ln r* 

ZàJ 0 J„ *&(«> c, »r, &>j 


siny> (hf (//>, 


le signe \ inditjuant une somme de termes semblables et correspon- 

danls aux diverses racines positives de l’équation (9). Donc si, en 
primant pour m l’une de ces racines, on nomme Q la fonction de l’angle <y 
déterminée par l’équation 


0:0 O 

on aura simplement 

(•V) 


/’* g>" _2 ,vII(.v) . 

Ii-, , sin i) an, 

,1 c, tr, w) 7 7 


rrs 


1)?-" v 


2 7 t 


„ ,,2 7 t 

> / O d<b 

àmmÀ J 0 


Lorsijue dans la formule (11) on substitue la valeur de ç tirée de l’é¬ 
quation (G), on obtient la suivante 

( I ) ) U.V -t- C K -1• ICC G> t -1- s, 

qui représente, quand on \ considère .r, y, z comme variables, un plan 
perpendiculaire à la droite dont la direction est déterminée par les 
angles polaires />, q. Si, en attribuant au paramètre v une valeur con¬ 
stante, on attribue successivement aux angles p, q des valeurs diverses, 
le plan dont il s’agit prendra successivement diverses positions dans 
l’espace, de manière à toucher constamment une certaine surface LMN. 
Pour obtenir l’équation de cette même surface, que nous représente¬ 
rons par 

('*') •*(*,/, 3 , t,s) — O, 
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il suffira d'éliminer « entre l’équation (1 >) et ses dérivées relatives aux 
angles/;, <7, dont a, e, w, co sont des fonctions en vertu des formules ( V) 
et (9). Donc, en considérant s comme une fonction de /;, q , déterminée 
par la formule (i 5 ), il suffira d’éliminer/;, q entre cette formule et. les 
deux suivantes : 

(17) l>,,v O, IV O. 

Si, s étant réduit à zéro, l’on écrit pour abréger ,f(.r, y, z,t) au lieu de 
-f(a?, y, z, t, o), l'équation (i(>), réduite à la Idrme 

(18) 5, t) -O, 

sera celle de la surface que nous avons appelée surface des ondes, et 
qui est constamment touchée par le plan dont l’équation est 

(19) //./' - h f Y - H U’ Z fj)l. 

D’ailleurs si, dans la formule (i(>), on attribue successivement à.v deux 
valeurs égales au signe près, mais alfectées de signes contraires, par 
exemple, s — — z, et s = z, les deux équations ainsi obtenues, savoir. 

( U") ) y t v, ty ~~ Z ) o, ^ C ) - o, 

représenteront les deux enveloppes intérieure elextérieure d’une onde 
qui offrirait l’épaisseur constante 20, et qui serait engendrée par une 
sphère d’un rayon égal à £, le centre de la sphère étant assujetti à par¬ 
courir la surface des ondes représentée par la formule (18). Observons 
encore : i° que les équations (17) réunies représenteront une droite 
normale à la surface des ondes ainsi qu'aux enveloppes extérieure et 
intérieure de l’onde dont nous venons de parler; 2 0 que la première 
des équations ( 17), réunie à l’équation (1 5 ), représentera une droite 
tangente à la surface LMN et parallèle au plan des j's; J°que la seconde 
des équations (17), réunie h l’équation ( 1 f>), représentera une droite 
tangente à la surface LMN et en même temps comprise dans le plan 
normal perpendiculaire au plan des yz. 

A l’aide des remarques que nous venons de faire, et des théorèmes 
établis dans la première Partie de ce Mémoire, on parviendra aisément 
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à la valeur <le l’intégrale double 





&>"-'.ï1I(.v) 
e, ir, f,i) 


s i n /> (h/ dp 


compris*; dans le second membre de la formule (12), par conséquent à 
la valeur de la fonction principale gï, etaux lois des mouvements repré¬ 
sentés par une équation caractéristique homogène, si la valeur initiale 
de I)" ' gt s’évanouit au dehors de la sphère qui a pour centre l’origine 
et pour rayon une longueur infiniment petite s; c’est-à-dire, en d’autres 
termes, si la fonction paire de s représentée par II (s) s’évanouit hors 
des limites 

s — £, S — £ . 

Ainsi, par exemple, en considérant z comme une quantité infiniment 
petite «lu premier ordre, et supposant d’abord le point (■v,y, z) situé, 
au bout du temps /, hors de l’onde comprise entre les surfaces repré¬ 
sentées par les équations (20), on reconnaîtra «pu; la valeur de Q, dé- 
terminée par la formule (i 3 ), se réduit généralement à une quantité 
infiniment petite du troisième ordre. Ou devra seulement excepter l« i 
ras où l’angle (j acijuerra une valeur telle que la première des équa¬ 
tions ( 1 7) soit sensiblement vérifiée, c’est-à-dire, une valeur telle qu’une 
tangente menée à la surface des ondes, parallèlement au plan des y, z, 
et par le point (.r, y, z), vienne toucher celt« i surface en un point où la 
direction de la normale corresponde sensiblement il cette même valeur 
de q. On en conclura que, dans l’hypothèse admise, et quand le point 
(.r, y, z) sera situé hors de l’onde infiniment mince, comprise entre 
les surfaces représentées par l’équation (.20), l’intégrale 

fV;, 

et par suite la partie de la fonction principale gt correspondante à cette 
intégrale, ou, ce qui revient au même, à l’intégrale (21 ), se réduiront 
simplement à zéro, ou du moins à des quantités infiniment petites du 
troisième ordre. D’ailleurs il est aisé de s’assurer qu’il n’en sera plus 
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ainsi quand le point (.r, y, z) sera compris entre les surlaces représen¬ 
tées par les équations (20), et qu’alors l’intégrale (21) deviendra seu¬ 
lement, avec le carré de s, une quantité infiniment petite du deuxième 
ordre. On se trouvera donc ramené par les considérations précédentes 
aux conclusions énoncées dans le préambule du présent Mémoire. 

Au reste, ces considérations seront développées dans les paragraphes 
suivants, qui renfermeront en outre la détermination de l’intégrale ( 21 ). 
et par suite la détermination de la fonction principale tn, non seule¬ 
ment dans le cas où la valeur initiale de I)'/ ’trr ne dillère de zéro que 
pour les points situés dans l’intérieur d’une sphère infiniment petite, 
mais encore dans le cas général où cette condition n’est pas remplie, 
et où la valeur initiale de D'' 1 rrr se trouve représentée, mitre certaines 
limites finies, par une fonction connue ©(.r, k, s) des trois coordon¬ 
nées ,r, y, z. 


143 . 

Calcul intégral. - Sur la réduction nouvelle de lu fonction principale qui 
vérifie une équation caractéristique homogène, et sur les conséquences 
qu'entraîne celte réduction. 

C. 11., T. Mit , 4 ><> août 1 <S \ 1 . 


DEUXIÈME PARTIE. —• DÉTERMINATION DK LA FONCTION PRINCIPALE CORRKSPONDAN I I 
A UNE ÉQUATION CARACTÉRISTIQUE HOMOGÈNE. 


§ H. — Sections infiniment petites faites dans la mrface des ondes 
et dans la surface caractéristû/ue par les plans correspondants . 


Les mêmes choses étant posées que dans le $ I' 1 , considérons, au 
bout du temps t, deux points correspondants 

R 


situés, le premier, sur la surface caractéristique, le second, sur 
fac e d e s 0 n de s ; e t so i e n t 

m y, z 


la sur- 
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les coordonnées rectangulaires du premier point, 

• r > y> s 

celles du second. Non seulement ces coordonnées vérifieront respecti¬ 
vement les équations des deux surfaces, savoir 

O) • F(x, y, z, t) — o, 

('O tf(x,y,z,t)=- o; 

mais, de plus, si l’on pose, pour abréger, 

S F(x, y, z, t), s - V, Z, t), 

on aura encore (voir la page 2O7) 


en 

x.r -+- y,)' H- » 

: z -t- / 2 

et 


x y 

D X S ÏÎ,S 


(\) 

' ~ tus 

(•'>) 

x y 

l),.-s D r s 

z 

IM 


Si d’ailleurs, comme il arrive ordinairement dans les problèmes de 
Mécanique, K(.r, y, s, t) est une fonction entière de t' 2 , on aura 

K(x, v, z, t) E(x, v, z, t) . K(— x, — y, — z, /) K( x, - - y, - z, — /), 

et, par suite, 

3{-r,y, z, t) # (.r, y, z, — t) — #(— x, — y, — 3 , t.) =. .T (— .r, ,r, — z, 

Donc alors toute droite menée par l’origine O des coordonnées sera un 
diamètre de la surface caractéristique et de la surface des ondes, et 
ces deux surfaces auront pour centre commun l’origine elle-même. 
Soient maintenant 

( (i ) r \/\* -t~ y 3 /}, /• —: y/.r 2 -+■ y- + z' 1 

les deux rayons vecteurs OC, OD menés de l’origine aux points corres- 




EXTRAIT N° U3. 


305 


pondiints C, D ; et 8 l’angle compris entre les rayons vecteurs. On 
aura 

(7) XÆ ' -t-yy + z- = r/eosô, 
et de l’équation (2), réduite à 

(8) r/ cosô ~ — /*, 

on conclura que 8 est un angle obtus. Mais, si le point 1 ), situé sur la 
surface des ondes à l’extrémité d’un certain diamètre, est transporté à 
l’autre extrémité de ce même diamètre, les coordonnées 

J‘, y y - 

changeront de signes, c’est-à-dire que l’on devra remplacer 
.r, y, z par —./y — >, •?. 

Or, après ce changement de signe, qui n’altérera point les formules (2), 

(I) , ( 5 ), la formule ( 3 ) se trouvera remplacée par la suivante 

( 9 ) x ./• h- y y z - — t ' 1 ; 

et alors, comme on se trouvera conduit, non plus à l'équation (7), 
mais à celle-ci 

(10) r/COSÔ-:/ 1 , 

les points correspondants C, I) de la surface caractéristique et de la 
surface des ondes seront évidemment situés de manière que l’angle 8 , 
compris entre les rayons vecteurs OC, 01 ), se réduise à un angle aigu. 

Nommons à présent />, </ les angles polaires qui déterminent la direc¬ 
tion de la normale menée par le point D à la surface des ondes, cette 
normale étant prolongée dans un sens tel qu’elle forme avec le prolon¬ 
gement du rayon vecteur r un angle aigu; et faisons 

(II) // — cos p, c = sin// cos//, te — sin// sin//. 

Le cosinus de l’angle aigu dont il s’agit sera 

« jc -f- y y 4 - trz 

(, 3 ) -^-, 

3y 
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et, par suite, le trinôme 


Il X 


sera une quantité positive. Si d’ailleurs on pose, pour abréger. 


(et) 

Ci) 

ou aura 
(>•») 


R [(D X S)* -t- (D,S)* 4 - (ILS) 4 ]*, 
^ = [(D,*)*- 4 -(D y «)*-»-(D 3 «)M î , 


U l’ il’ 

Î)j;^ Dy* 1 » D;' S > 


al 


et, de la formule (i >) combinée avec l’équation ( 5 ), on tirera 


U i’ il’ 

X “ ' ÿ — JE 


On devra même, dans la dernière formule, réduire le double signe au 
signe -f-, attendu que, les trois rapports 


U (’ il’ 

— 7 ~ J — 

\ y y. 


étant égaux, chacun d’eux sera encore égal à la fraction 


ux -4“ r y -f- ivz _ u x r y + tr; 

r/cosd 


x.r lz 

dont les deux termes seront positifs. On aura donc 


<»«>) 

<‘t, par suite, 

(« 7 ) 


u _ t’ il’ _ ux 4- i4- ii’J i 

x y z ~ rr cos o r 


u.v 4 - e y 4- u’s 


coso. 


Le premier membre de la formule (17) étant précisément l’expres¬ 
sion (12), il en résulte que l’angle aigu §, compris entre les rayons vec¬ 
teurs correspondants r, /•, est en même temps l’angle aigu compris 
entre le rayon vecteur r, ou OD, et la normale menée par le point t) à 
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la surface des ondes. Au reste, cette conclusion pouvait être facilement 
prévue, puisqu’on vertu d’un théorème énoncé dans un précédent Mé¬ 
moire (voir le théorème III de la page 2(> r >), le plan langent au point I) 
à la surface des ondes sera perpendiculaire au rayon vecteur r. 

On tire de la formule (i(>) 


(. 8 ) 


Si 


l’on substitue 


\ = M r, y = er, z — »«T. 

ces valeurs de x, y, z dans l’équation caractéris¬ 


tique 

elle donnera 


F(x, y, z, t) — o, 
F(«r, «’ r, ht, t) ~o, 


ou, ce qui revient au même, 


et, par suite, 


ou 




o; 



09) 


r 


l 


co désignant une racine positive de l’équation 
(so) F(m, e, IV, w) = O. 

Or, en vertu des formules (18), (19), l’équation (9) deviendra 

(2 l) 11 X { \y " Z “ fi) 

Cette dernière, lorsqu’on y considère x,y, = comme variables, repré¬ 
sente évidemment un plan qui, passant par le point D, coupe à angles 
droits la normale menée par ce point à la surface des ondes. Ce plan 
est donc précisément le plan tangent à la surface des ondes. Donc les 
coordonnées x, y, s du point D vérifieront, non seulement l’équa¬ 
tion (21), mais encore ses dérivées relatives aux angles p, <7; ou, ce 



308 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


qui revient au même, eu égard à la condition 

( î 2 ) U 2 -f t’ 2 n: I 

à laquelle sont assujettis u, c, w, elles vérifieront la formule 

.i - 1 1)„ w _ Y — t D v m_ z — l D lv o> 

( ) ---~ '-----> 

u r w 

où l’on considère co comme une fonction de u, v, tr déterminée par 
l’équation (20). D’ailleurs, comme, en vertu de l’équation (20), co sera 
une fonction de u, e, w, homogène et du premier degré, on aura 

u D«o) i’I),oï -t- o’D u .w O», 


(■t, par suite, on tirera des formules (21 ), (22), (a 3 ) 


./• — t\) u '>) )■ — 


t D 


ll^o) l) vv fr> 


| ( ILt f >>) 5 -I- ( D„g>) ! -+- ( I»r*>)* ) a 


puis, de celle-ci, combinée avec la formule (17), 


«'>>)* ■+* ( D,.m) 2 -+- (!)„,(<))•’ J 4 


Telle sera l’équation à l’aide de laquelle on pourra déterminer cos ?5 
en fonction de //., e, «y, ou, ce qui revient au même, en fonction des 
angles p, </. 

Passons maintenant du point D, ou (a?, y, z), situé sur la surface des 
ondes, au point C, ou (x, y, z), situé sur la surface caractéristique ; et 
nommons 

u, v, w 

ce que deviennent dans ce passage les trois quantités u, e, w. Il est 
clair qu’à la place des formules ( 1 5 ), ( 1 G), (17) et (18) on obtiendra 
les suivantes 

U _ v _ W I 

ILS i>7s " 1>TS ”” ÏT 


(aC>) 
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( a 7 ) 


(28) 


30« 


u ___ v_w_11 \ -h vy ~b w z 1 

J- y z r/coso / ’ 

UX + YV-f WZ 

-----— cos a, 


( 2 9 ) 


.<■ — U / , 1 — v r, :■ - - w /. 


La formule (28) montre que l’angle aigu 0, compris entre les rayons 
vecteurs r, /-, est en même temps l’angle aigu compris entre le rayon 
vecteur r ou OC et la normale menée par le point C à la surface carac¬ 
téristique. Cette conclusion pourrait encore se déduire du théorème III 
de la page 2O. 1 ). 

Concevons à présent qu’aux points correspondants 

C et I) 


on substitue deux autres points correspondants 

G et 11 

situés, le premier sur la surface caractéristique tout près du point C. 
le second sur la surface des ondes tout près du point 1 ). Soient d’ail¬ 
leurs 

*i> y,, z, 

les coordonnées du point G, et 

•*•/. y,* s , 

les coordonnées du point H. Les formules (1), (2), (8), ( 4 ) et (:>) con¬ 
tinueront de subsister quand on y remplacera oc,y, z par r , v,, et 
x, y, z par x /t y,, z,, c’est-à-dire, en d’autres termes, quand on attri¬ 
buera aux variables 

X'y J , X. >, Z 

les accroissements très petits 

***> y 1 y9 y 1 * y» z / 

Or, si l’on développe, suivant les puissances ascendantes de ces accrois- 
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seinents, les variations que subiront les quantités 

S, D*S, D y S, ILS, 

et si, dans les développements obtenus, on néglige les infiniment petits 
d’un ordre supérieur au second, alors on tirera de l’équation (i) 

\ (X, -~x)D,S + (y,--y)D,S-+-(z, ~z)D 2 S 

/ 4 -1 [(x, ~ x)*D* S 4 - (y, - y)*D* S 4 -... 4- a (y, — y) (z, - z) D y 1 ),S 4-.. .] 

et la formule (4), que l’on peut écrire comme il suit 

3|) 

x ~ y ~ v /• 

entraînera celte autre formule 



II. s 

*>— 

-(x,-x)l) x i S-(y / - 

~y)D»D y S — (z 

,-z)D s D 2 S 


r)M 

1 . 1 . ,L_. 

• r / 

— (x,— x)D, D y S — ( 

y,-y) I) y 2 S-(y 

z)D y D s S 

( z i 

J),S 

'• ) ~~~ 

V 

r, 

— (x,--x)D,I) I S---(, 

y, — y)DyD,s — 

(z-z)DfS 


lintin l’on tirera de la formule (9) 

( 33 ) \ x, -h y, y, 4- z, s, — x x 4- y y 4- z 

Soit maintenant s la distance du point H au plan tangent mené par le 
point 1) à la surface des ondes, ou, ce qui revient au même, la projec¬ 
tion de la distance 1)H sur la normale menée par le point I) à cette 
surface; on aura 

( 34 ) s = //(.*■ - x, ) 4 - »•( y - y, ) 4 - 1 v(s - z ,). 

Pareillement, si l’on nomme s la distance du point G au plan langent 
mené par le point C à la surface caractéristique, on aura 


( 35 ) 


s = u(x-x,) -4 v(y-y,)4-w(z-z,); 








EXTRAIT N° H3. 


311 


<*t des formules ( 3 /j), ( 3 .>) on tirera, eu égard aux équations (18) 
et (29), 

( 36) «*•* — rs ~ x, æ + y J + z,;-x .r, — y v,.z 

Cela posé, imaginons que Ton ajoute d’une part les numérateurs, 
d’autre part les dénominateurs des trois fractions comprises dans la 
formule ( 32 ), après les avoir respectivement multipliés par les facteurs 

x, —x, y, —y, 

alors, eu égard aux équations ( 3 o), ( 3 i), ( 33 ) et ( 30 ), on obtiendra 
pour résultat la fraction 

_ + . _ VS - r % H 

qui devra être égale à chacune des trois autres, et par conséquent 1res 
petite en même temps que les différences 

,r i z 1 z ’ \ t ~~\ y y y -- y, / y Z. 

Donc, la valeur de R étant généralement, différente de zéro, le rapport 


(38) 


r.v - /-s 

■r,(\ l -x)~\-y l {y l '■) 


devra lui-même être petit. Mais, eu égard aux formules ( 33 ), (18) et 
( 3 f), on aura 


x) y) +- z M, — z ) 

— x (••*■■ — •(-,) h- y ( >■ —.y,) -+- z(c — 3 ( ) 

~ [«(•*•— -C) + —.>'/) + ”’( = -,)l r - r-v. 

Donc le rapport ( 38 ) se réduira simplement à 

r s 

* ~ I ’ 

et, pour que ce rapport soit très petit, il faudra que l’on ail sensi¬ 
blement 


S 


- y 

r 


( 3 9 ) 


s 

r 
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ou, ce qui revient au même, 

(V>) ■ S = 

lîn vertu de cette dernière équation, la distance s du point G au plan 
tangent, mené par le point C à la surface caractéristique, dépend uni¬ 
quement du rapport l - et de la distance s du point II au plan tangent 

mené par le point D à la surface des ondes. Donc, si le point H, très 
rapproché du point D, varie sur la surface des ondes en restant toujours 
i» la même distance du plan qui la touche en D, le point correspondant G 
variera sur la surface caractéristique de manière à rester toujours à la 
même distance du plan tangent qui la touche en C. Donc, si l’on 
nomme 11 , II', H",... les diverses positions que prendra successivement 
le point I) sur la surface des ondes, et G, G', G", ... les positions cor¬ 
respondantes du point G sur la surface caractéristique, les deux courbes 

HH'ir... cl GG'tî"..., 

Iracées sur les deux surfaces, seront les contours de deux sections 
planes et très petites, faites dans les deux surfaces par des plans cor¬ 
respondants qui seront parallèles aux deux plans tangents menés par 
les points I) et G. 

Comme nous l’avons remarqué dans les préliminaires, si, après avoir 
mené à une surface courbe, en un point donné, un plan tangent qui ne 
la traverse pas, on coupe cette surface par un second plan parallèle 
au premier, et séparé de celui-ci par une très petite distance s , l’aire de 
la section ainsi obtenue sera sensiblement proportionnelle à s. On peut 
même observer qu’elle sera sensiblement égale au produit de s par la 
circonférence d’un cercle qui aurait pour rayon la moyenne géomé¬ 
trique entre les rayons de plus grande et de moindre courbure de la 
surface au point donné. Cette moyenne géométrique est ce que nous 
appellerons le rayon de moyenne courbure. Supposons en particulier 
que l’on détermine les rayons de moyenne courbure pour le point D de 
la surface des ondes, et pour le point correspondant C de la surface 
caractéristique. Si, le temps avenant à varier, le point D se meut sur 
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une certaine droite OD menée par l’origine 0, le point C se mouvra 
lui-même sur une droite correspondante OC; et, non seulement les 
coordonnées 

•*', y> x, y, /. 

des points 1) et C varieront proportionnellement à /, mais on pourra 
encore en dire autant des ravons de moyenne courbure des deux sur- 
faces en ces deux points, attendu que les deux surfaces, représentées 
par les équations homogènes (i) et (2), resteront toujours, comme on 
sait, semblables à elles-mêmes. D’alleurs, les rayons vecteurs 

'. r, 

mesurés constamment dans les mêmes directions 01), OC, croitront 
aussi proportionnellement au temps. Donc les rayons de moyenne 
courbure des deux surfaces aux points I) et C croîtront dans le meme 
rapport que les rayons vecteurs 

r, r, 

et pourront être représentés le premier par kr, le second par kr, les 
coeflicients 

k, k 

étant déterminés pour chaque direction du rayon vecteur /, ou r. Il est 
en effet aisé de s’assurer que les coefficients k, k seront seulement 
fonctions des rapports 

.r Y z 
— •) * - > — y 

/ r r 

ou, ce qui revient au même, des rapports 

\ y /. 

- ) ~ y 

r v r 

Les trois derniers rapports se réduisant précisément aux trois quantités 
ci-dessus représentées par 

U, c, *!’, 

on peut dire encore que les deux coefficients k, k se réduiront toujours 
à des fonctions déterminées de «, c, » . D’ailleurs, les rayons de cour- 

4 o 
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luire moyenne qui correspondront aux points D et C étant représentés 
par les produits 

/.-/■ et kr, 

si par ces points on mène : i° deux plans tangents, l’un à la surface 
des ondes, l’autre à la surface caractéristique; 2° des plans sécants, 
parallèles aux plans tangents, et séparés de ceux-ci par la très petite 
distance 

s ou s, 

les deux aires des deux sections obtenues 

itiril"..., (kîc/... 

se trouveront sensiblement représentées parles produits 

l'iO 'in krs, 2 TT krs. 

Concevons maintenant qu’à l’aide de rayons vecteurs menés des 
points 11 , II', H", ..., ou G, G', G", ... à l’origine des coordonnées, on 
projette les deux aires dont il s’agit : i° sur les surfaces des sphères 
«Iui ont cette origine pour centre et pour rayons les rayons vecteurs r 
et r; 2° sur la surface de la sphère qui a pour centre l’origine et pour 
rayon l’unité. Puisque les rayons vecteurs retr, qui aboutissent, aux 
points I) et C, forment, en ces mêmes points, des angles égaux à o 
avec les normales menées à la surface des ondes ou à la surface carac¬ 
téristique, les projections des aires 

■>. n krs, ■>. n krs, 

sur les surfaces sphériques dont les rayons sont cet r, se réduiront 
évidemment aux deux produits 

(/f ! ) >.nkrs cos<$, 2 7 Tkrs coso. 

Ajoutons qu’il suffira de diviser ces produits par les carrés de r et 
de r, pour obtenir les projections des mêmes aires sur la surface 
sphérique dont le rayon est l’unité. Ces dernières projections seront 
donc 

>.nk - cos< 3 , 2 r: k-cos à: 

/• r 


( 43 ) 
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et, eu égard à la formule ( 3 q), la seconde pourra être réduite à 
( j 4 ) .î 7 i k. - cos o ; 

en sorte que, pour l’obtenir, il suffira de remplacer dans la première 
le facteur/: par le facteur k. On peut remarquer d’ailleurs que chacun 
des facteurs 

/•, k 

représente précisément ce que deviendrait le rayon de moyenne cour¬ 
bure de la surface des ondes ou de la surface caractéristique, corres¬ 
pondant au point D ou G, si, les dimensions de ces surfaces venant à 
décroître, le point D ou C se rapprochait de l’origine «les coordonnées, 
en restant toujours situé sur la même droite 01 ) ou OC, de manière 
que la distance OD ou OC se trouvât réduite à l’unité. 


144 . 


Calcul intégral. — Sur la réduction nouvelle de la fonction principale 
qui vérifie une équation caractéristique homogène. 

C. H.. I. XIII. |>. 1S7 (<> septembre iSjn. 


DEUXIÈME PARTIE. — DÉTERMINATION DE I.A PONCTION PRINCIPALE CORRESPONDANTE 
A UNE ÉQUATION CARACTÉRISTIQUE IIOMOOÉNE. 

§ III. — Propagation des ondes dont l'épaisseur est très petite. 

Concevons toujours que, x, y, z étant trois coordonnées rectangu¬ 
laires, la fonction principale « doive vérifier, quel que soit le temps 1 , 
l’équation caractéristique homogène 

(0 Ffl)*, l) r , D s , D t )w = o, 

et, pour t — o, les formules 

(a) — O, !)<© = O, 


• • 9 


1)?~ = O, 


I);*-‘ro- !!(/•), 
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dans lesquelles n désigne le degré de la fonction entière F(.r,.y, z, t), et 


( 3 ) /' —- yé#* -f- y * -i- z _ 

la distance du point (.r,v, z) à l’origine des coordonnées. Si d’ailleurs 
on suppose que, dans la fonction Y(x,y, z, t), le coefficient de l" se ré¬ 
duise à l’unité, et si l’on considère, ce qui est permis, II(.ÿ) comme 
une fonction paire de s , propre à vérifier la condition 


Il (.y) II(— .y), 

on trouvera 

Ci) **■-:—— / / I ....s-sin pdf/dp 

et. par suite, 

.... , i r** t * r r >>" 2 .v 11(-v) . 

(a) D" 2 rr — 7— / / I 7V,;- ,s SI npdfjdp, 

|7T./ 0 .7 W <-(*’ («, .r, m)) w 


les valeurs de 


u, r, d’, • o», *■ 


étant déterminées par le système des formules 

( 6 ) » — cos/>, e = sin/> cosy, »v> =. sin/> siny, 

(7) F(«> ii’, <■>) — o, 

( S ) s — 11.r -h vy -4- d’j -f- « t, 

dont la dernière peut être remplacée par les deux suivantes : 

( 9 ) y — Ç h) l y 

(10) ç ~ ti r vy -f- tvc. 

11 est bon d’observer que l’intégrale double, comprise dans le second 
membre de la formule ( 5 ), se compose de divers termes relatifs aux 
diverses racines de l’équation (7), et par conséquent aux diverses 
nappes de la surface caractéristique représentée par l’équation 

('O F(.r,j,s, 0 = o. 

A ces diverses nappes correspondent aussi diverses nappes de la sur- 
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face des ondes dont l’équation 

( 12 ) ' Z, t)~ O 

est produite par l’élimination de 

u, r, iv, f,> 

entre la formule ( 7 ) et les suivantes : 

( 1 3) ux H- r v -f- wz 4- u)t z= o, 

^ I)ü v '»> I)„, '<> 

D’ailleurs l’équation (i3) est celle d’un plan qui touche la surface des 
ondes en un point où la direction tle la normale est déterminée parles 
angles polaires p, <j. 

Lorsque l’équation ( 7 ), comme nous le supposerons ici, a toutes ses 
racines réelles, il est facile de voir ce que représente l’intégrale double 
comprise dans le second membre de la formule (5). En effet, conce¬ 
vons que l’origine O des coordonnées devienne le centre d’une sphère 
dont le rayon soit l’unité. Les angles p, q étant censés représenter des 
coordonnées polaires liées à x, y, z par les formules connues 

x zzz /• cos/), y — r sin/2 cos7, 3 — r sin/j situ/. 

à chaque point I de la surface de la sphère correspondront des valeurs 
déterminées de p, q\ et le produit 

si 11/; dp d</ 

pourra être censé représenter un élément infiniment petit de la sur¬ 
face sphérique, dans lequel le point 1 soit renfermé. Nommons 0 cet 
élément, et 0 la partie du résidu intégral 

r _ 

c, (V, <o)) 0 , 

qui correspond, non seulement aux coordonnées polaires p,q du point I, 




MS 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


mais encore à une racine déterminée de l’équation (7). On aura 



e ", «’ 


•vll(.v) 

, r,, ))w 


sin/> dq dp — 20 0, 


la valeur de (") étant généralement 


0 ) 


n — i 


et, par suite, 

(•’>) 


0 ~- 

D(o t* ("> w) 


t\r. 


la sommation que le signe ü indique s’étendant, non seulement aux 
diverses valeurs de 0, mais encore aux diverses valeurs positives ou né¬ 
gatives de 0 > considéré comme racine de l'équation (7), c’est-à-dire aux 
diverses nappes de la surface des ondes, et la valeur de s étant toujours 
donnée parla formule (8). D’ailleurs, la valeur de D"“ 2 gx, déterminée, 
soit par la formule (/>), soit par la formule (i 5 ), variera ainsi que s , 
non seulement avec le temps /, mais aussi avec la position du point A 
dont les coordonnées rectangulaires sont représentées par r, y, z. 

Parmi les divers éléments 


0, r/, ... 

de la surface sphérique, il importe de rechercher ceux qui répondent 
à une même valeur de s. Or, lorsque, dans l’équation (8), on considère s 
comme constante, et æ, y, z comme variables, cette équation repré¬ 
sente un plan perpendiculaire au rayon vecteur 01 dont la direction 
est déterminée par les angles polaires />, q. Si ces angles viennent à 
varier, la valeur de s demeurant constante, ce plan changera de posi¬ 
tion dans l’espace, de manière à toucher constamment une certaine 
surface LMN. Soit 

(i<>) ,1(.r,r,z,t,s)=o . 

l’équation de cette surface. Si l’on pose s = o, la formule (i(>) se 
réduira simplement à l’équation (12) qui représente la surface des 
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ondos, et les deux surfaces représentées par les deux équations 

(17) . J. L —s) — O. '^(• r * /, 5, t, s) ■— O 

seront précisément les enveloppes intérieure et extérieure de l’espace 
traversé par une sphère mobile dont le rayon serait représenté par la 
valeur numérique de s, et dont le centre se promènerait sur la surface 
des ondes. Ajoutons que l’équation (8), quand on y considérera .r, y, 
z comme variables, sera précisément celle d’un plan perpendiculaire 
au rayon vecteur 01 et tangent à la surface LMN représentée par l'équa¬ 
tion (16). Soit T le point de contact de cette surface et du plan dont il 
s’agit. La parallèle menée par le point T au rayon 01 sera normale, 
non seulement à la surface LMN, mais aussi à la surface des ondes 
qu’elle rencontrera en un certain point D; et la distance Tl) sera pré¬ 
cisément la valeur numérique de s. Cela posé, pour obtenir, au boni 
du temps t, les diverses positions du point T correspondantes à des 
valeurs données de 

■r, v, ; et. v, 

il faudra évidemment circonscrire à la surface LMN un cône qui ail 
pour sommet le point donné A dont les coordonnées sont r, y, z. Le 
point T pourra être l’un quelconque de ceux qui appartiendront à la 
courbe de contact 


de la surface LMN avec la surface conique circonscrite. Si d’ailleurs on 
mime : i° par les divers points 

T T' T" 

1 y * 1 « J • • • 


des normales à la surface LMN; 2 0 par l’origine des coordonnées, des 
ravons vecteurs 

01 , 01 ', 01 ", ... 


parallèles à ces normales, les points 

1 r r 

1 ) 1 1 1 ) • * * > 

situés sur ces rayons vecteurs à l’unité de distance de l’origine, indi 
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queront, sur la surface sphérique qui a pour rayon l’unité, les élé¬ 
ments 

0 ', 0 ', ... 

correspondants à la valeur donnée de s. 

Lorsque la fonction Fcomme il arrive d’ordinaire dans 
les problèmes de Mécanique, et comme nous le supposerons dans ce 
qui va suivre, est une fonction paire de t, c’est-à-dire une fonction 
entière de t a , l’équation (7), résolue par rapport à co, fo.urnil des 
racines deux à deux égales, au signe près, mais affectées de signes 
contraires. Alors la surface des ondes et la surface caractéristique ont 
pour centre commun l’origine des coordonnées. Alors aussi H reprend 
la même valeur sans changer de signe, quand on remplace 


et en conséquence la somme 200, que renferme la valeur de I)"‘trr, 
se compose d’éléments qui, pris deux à deux, sont égaux et affectés du 
même signe. Donc alors on pourra se borner à calculer ceux de ces 
éléments qui correspondront à des valeurs positives du trinôme 

uv h- e v + o- 3, 


c’est-à-dire à des valeurs de u, e, <e propres à vérifier la condition 


( 1S ) (/ il' —t’ y —H w z o, 

sauf à doubler ensuite la somme obtenue; et, si l’on nomme ( jt' la partie 
de gt relative à une racine déterminée de l’équation (7), on pourra sup¬ 
poser 

('!)) ‘JL’= ? -2e0 f 

a TT 


pourvu que la sommation indiquée par le signe 2 cesse d’embrasser 
diverses valeurs de <0, et s’étende, non plus à tous les éléments 0, 0', 
0 ", ... de la surface sphérique, mais seulement à ceux qui correspon- 
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dront à des valeurs de p et de q pour lesquelles la condition (18) se 
trouvera vérifiée. 

Supposons maintenant que la valeur initiale de D" 2 ra soit seulement 
sensible dans l’intérieur d’une sphère très petite dont le rayon soit e, 
le centre de cette sphère étant l’origine des coordonnées. En d’autres 
termes, supposons que la fonction paire de s, représentée par 11($), 
s’évanouisse hors des limites 


Î--E. S — £, 

i désignant un nombre très petit. Alors, dans la somme 

que renferme l’équation (19), on pourra tenir seulement compte de 
ceux des éléments 0, 0\ 0 ", ... qui répondront à «les valeurs de .v ren¬ 
fermées entre les limites très resserrées 


S — — £, S —Si 

et cette circonstance permettra, en général, de calculer aisément cette 
somme, comme nous allons le faire voir. 

Si dans l’équation ( 1 <>) on pose successivement 

* —— s — e, 

on obtiendra les deux équations 

(20) .T(.r, v, 5, l, — s) = o. y, 3, t,e) — o, 

qui seront semblables aux formules (17)* et qui représenteront les en¬ 
veloppes intérieure et extérieure d’une certaine onde dont l’épaisseur 
sera -it. Cette onde sera précisément celle qu’engendre une surface 
sphérique dont le centre se promène sur la surface des ondes, et dont 
le rayon est l’unité. Cela posé, il est clair que, dans l’hypothèse admise, 
on pourra tenir seulement compte de ceux des éléments 0 pour les¬ 
quels le point, ci-dessus désigné par la lettre T, se trouvera renferme 
dans l’épaisseur de l’onde. Pour plus de simplicité, nous commence¬ 
rons par supposer que le plan tangent, mené à une nappe quelconque 

OF.uvret de C. — S. I, t. VI. \ I 
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de la surface des ondes par un point quelconque de cette surface, ne la 
traverse pas. Alors, dans le calcul de la somme 200 , que renferme 
réquation (19), et qui se rapporte à une nappe déterminée de la sur¬ 
face des ondes, on pourra distinguer trois cas différents, suivant que le 
point A, dont les coordonnées sont représentées par x, y, z, se trou¬ 
vera lui-même renfermé dans l’épaisseur de l’onde, ou compris dans 
son enveloppe intérieure, ou situé hors de son enveloppe extérieure. 

Or, si l’on suppose d’abord le point A compris dans l’enveloppe inté¬ 
rieure de l’onde dont l’épaisseur est 2e, ce point ne pourra devenir le 
sommet d’un cône circonscrit à la surface LMN, pour des valeurs de .v 
comprises entre les limites — £, e. Donc alors tous les éléments de la 
somme 200 s’évanouiront, et l’on pourra en dire autant de la somme 
elle-même. 

Supposons en second lieu que le point A se trouve renfermé dans 
l’épaisseur de l’onde comprise entre les surfaces que représentent les 
formules (20), c’est-à-dire entre les deux enveloppes de l’onde, ou 
même situé hors de l’enveloppe extérieure, mais très rapproché de 
celte enveloppe. Soit d’ailleurs p la distance du point A à la surface des 
ondes représentée par la formule (12). La courbe de contact 

T T'T"... 

de la surface LMN, représentée par l’équation (i(>), avec le cène qui, 
ayant pour sommet le point A, sera circonscrit à cette surface, conser¬ 
vera de très petites dimensions, pour toutes les valeurs de s comprises 
entre les limites — e, e, et cette courbe, qui se réduira simplement 
au point A si l’on prend 

•* = P> 

acquerra généralement la plus grande étendue possible quand on po¬ 
sera 

Désignons maintenant par ,oc l’aire comprise sur la surface LMN dans 
l’intérieur de la courbe 


rprjvrjv, 
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et par K l’aire mesurée dans l’intérieur de la courbe correspondante 

irr... 

sur la surface de la sphère qui a pour rayon l’unité, en sorte que I, I', 
I", ... représentent, sur la surface sphérique, les extrémités de rayons 
vecteurs 01, 01', 01", ..., respectivement parallèles aux normales 
menées par les points T, T', T", ... à la surface LMN. Kn vertu des 
principes établis dans les précédentes séances, on aura sensiblement 

(si) K — 2 7 :k - s coso. 


pourvu que, en attribuant aux angles polaires />, <y les valeurs qui déter¬ 
minent la direction de la normale menée à la surface des ondes par le 
point D où cette surface coupe le rayon vecteur OA, on nomme k le 
rayon de moyenne courbure de la surface caractéristique à l’extrémité 
d’un rayon vecteur parallèle à celte normale et réduit à l’unité. Quant 
à la lettre 6, elle représentera simplement, dans la formule (21), l’angle 
aigu formé au point D par la normale à la surface des ondes avec.le 
rayon vecteur OA, de sorte que, en supposant remplie la condition (18), 
011 aura 

11 r e »' -+- te z 


(•■») 


coso 


D’autre part, si, en supposant la valeur de *1' déterminée par la for¬ 
mule (19), on nomme P la somme de ceux des éléments de <JP qui répon¬ 
dent à des valeurs des angles p, q propres à représenter les coordon¬ 
nées polaires de points situés dans l’intérieur de la courbe IPI"... sur 
la sphère dont le rayon est l’unité, la valeur de P sera évidemment 
déterminée, non plus par la formule (19), mais par la suivante 

D,P = r 
471 

ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (21), 

(«3) D,P = —— 0cos<î; 

>.r 
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et comme Ç devra s’évanouir avec K, pour s = p, on tirera de ia for¬ 
mule (ü 3 ) 


P = 



- 0 co$<î ds. 
2 /• 


Pour déduire de cette dernière équation la valeur de P, il suffira d’y 
poser s — — e. On aura donc 

( f — (■) cos 5 ds ; 

./ . 3 /• 


puis, en remettant pour H sa valeur, et faisant passer hors du signe / 
tous les facteurs distincts de s et de II(.ç), c’est-à-dire tous les facteurs 
qui resteront sensiblement constants entre les limites s = — i, s -- p, 
on trouvera définitivement 


•,«r> ) 


f#)" k 

D,„ F(«, e, »r, m 


k / ,p 

— coso'/ .v II (.î ) f/v. 


Il est important d’observer que, dans la formule (2.>), la quantité p, 
ou la distance du point A à la surface des ondes, est précisément ce 
que devient la valeur de s donnée par l’équation (8) ou (9), quand on 
prend pour .r, y, z les coordonnées du point A. Ajoutons que si l’on 
considère les quantités p et s comme infiniment petites du premier 
ordre, la valeur de <£, donnée par la formule (20), sera généralement 
du même ordre que le produit de 11 (s) par l’intégrale 



.v ds 


(p ! 


S 1 ), 


qui est elle-même une quantité infiniment petite du second ordre. 

Lorsque le point A est situé au bout de temps t sur l’enveloppe 
extérieure de l’onde dont l’épaisseur est 11, ou en dehors de cette en¬ 
veloppe, on a 

p = e ou p > £ ; 

et, dans l’un ou l’autre cas, l’intégrale que renferme la formule ( 25 ) 
se réduit à 
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c’est-à-dire à zéro, attendu que ll($) est une fonction paire de s. Donc, 
lorsque le point A, étant très voisin de la surface des ondes, reste ex¬ 
térieur à l’onde dont l’épaisseur est 2 e, la quantité ( l\ ou plutôt sa 
valeur approchée, s’évanouit; c’est-à-dire que ‘T acquiert alors, ou une 
valeur réelle ou une valeur nulle, ou du moins une valeur infiniment 


petite d’un ordre supérieur à celle qu’il acquerrait dans le cas con¬ 
traire. Au reste, on peut arriver directement à la même conclusion, 
non seulement pour un point très voisin de l’enveloppe extérieure de 
l’onde, mais encore pour tout point qui ne se trouve pas compris dans 
l’épaisseur de cette onde, en substituant, dans le second membre de 
la formule ( 5 ), s considéré comme variable à la variable p, et déter¬ 
minant alors la valeur approchée de <jt' à l’aide des principes exposés 
dans les divers paragraphes de ce Mémoire. Il y a plus, la conclusion 
dont il s’agit se trouve alors établie, quelle que soit la forme de la 
surface des ondes, et dans le cas même où les plans tangents, menés 
en certains points à cette surface, la traverseraient. Donc il ne sera 
jamais nécessaire de calculer la valeur de <JP que dans le cas où le 
point A sera l’un des points appartenant à l’onde dont nous avons parlé. 
Si d’ailleurs le plan tangent à la surface des ondes ne la traverse pas 
dans le voisinage du point A, la valeur de ( J? sera déterminée par la for¬ 
mule ( 25 ), dans laquelle on pourra successivement attribuer à w les 
diverses valeurs positives et négatives qui représentent les diverses 
racines de l’équation (7), attendu que le second membre de l’équa¬ 
tion (aS) se réduit de lui-même à zéro toutes les fois que la valeur de <0 


doit s’évanouir. Donc, en réunissant les diverses valeurs de <£ corres¬ 


pondantes aux diverses valeurs de w et doublant la somme obtenue. 


on aura, sous la condition que nous venons d’indiquer. 


d; ■ <3 = /,\y 

I* (//, c, ie, w) j f „ /• 


fl /' ? vl|. 


Pour ne pas trop allonger cet article, nous renverrons à d’autres 
Comptes rendus les conséquences nombreuses et importantes qui se 
déduisent de la formule (26), et l’examen des modifications que cette 




326 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

formule doit .subir quand le plan tangent à la surface des ondes tra¬ 
verse cette surface dans le voisinage du point A dont les coordonnées 
sont représentées par x, y, z. 


145. 

Calcul intkgiul. — Mémoire sur Vintégration des équations homogènes 

en termes finis. 

C. H., t. XIII, j>. 56} («3 septembre 1841 ). 


tëtanl donnée une équation caractéristique homogène et du degré n, 
dans laquelle les variables principales sont trois coordonnées rectangu¬ 
laires y, 2 et le temps /, on peut exprimer en termes finis, sinon la 
fonction principale, au moins sa dérivée de l’ordre n — i, prise par 
rapport au temps, dans le cas particulier où la valeur initiale «le cette 
dérivée dépend d’une fonction linéaire des coordonnées, c’est-à-dire 
de la distance à un point fixe. C’est même cette circonstance qui, en 
réduisant le calcul des phénomènes à la discussion d’une intégrale en 
termes finis, permet d’établir très facilement les lois de la propagation 
des mouvements simples d’un système de molécules, ou, en d’autres 
termes, les lois des mouvements à ondes planes. Les calculs semblent 
au premier abord devoir être beaucoup plus difficiles dans le cas gé¬ 
néral où la dérivée, de l’ordre n — 1, de la fonction principale a pour 
valeur initiale une fonction quelconque des coordonnées. Toutefois on 
peut, comme nous l’avons expliqué, ramener le cas général au cas par¬ 
ticulier où la valeur initiale dont il s’agit dépend de la distance à un 
point fixe, et s’évanouit dès que cette distance cesse d’être très petite. 
De plus, on pourra, dans ce dernier cas, à l’aide des principes établis 
dans le précédent Mémoire, réduire la dérivée de l’ordre n — 2 de la 
fonction principale à une intégrale simple. Il est aisé d’en conclure que 
la dérivée de l’ordre n — 1 pourra être alors exprimée en termes finis. 
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C’est ce que je me propose maintenant de faire voir. Je montrerai dans 
un autre Article que cette circonstance permet d’établir très facile¬ 
ment les lois de propagation des onde 3 d’épaisseur constante. 

Analyse. 

§ I or . — Considérations générales. 


Prenons pour variables indépendantes le temps l et les trois coor¬ 
données rectangulaires x, y, z d’un point mobile dont la distance à 
l’origine sera 

/• = ^>+v , + 


Nommons 


t ( Xf y y »•> l ) 


une fonction de ces variables, entière, homogène, du degré «, et dans 
laquelle le coefficient, de l" se réduise à l’unité. Enfin supposons la 
fonction principale en assujettie à la double condition de vérifier, quel 
que soit/, l’équation aux différences partielles 


(l) F(l>x> I>y, 1>Î, I)/)rar O, 

et, pour / = o, les conditions 


(2) BT — O, 0,BT = O, 


I>" -Î BT — O, D" 1 BT = BT (. V, y, Z). 


Si l’on pose, pour abréger, 

(3) a = I>" ~ 1 bt, 

l’inconnue « vérifiera elle-même l’équation caractéristique 

( 4 ) F(I)„D r ,I) s , I)|)» = o. 

Elle sera donc une intégrale de cette équation; et elle en sera même 
une intégrale en termes finis dans deux cas dignes de remarque, et 
que nous allons successivement considérer. 

Soient p, q les angles polaires formés : i° par le rayon vecteur / 
avec l’axe des r; 2 0 par le plan qui renferme ce rayon et cet axe avec 
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le plan des ,v, y; en sorte que p, (/, r représentent les coordonnées 
polaires liées aux coordonnées rectangulaires r, y, z par les équations 
connues 

.r izi r c os/>, y —/■ sin/> cosy, z ~ r sin/> siny. 

Si l’on nomme u, e, w les cosinus des angles formés par le rayon vec¬ 
teur r avec les demi-axes des coordonnées positives, on aura 


( 5 ) //—cos/>, c — sin/> cosy, «r — sin// siny, 

et l'équation du plan mené perpendiculairement à ce rayon vecteur 
par l’origine des coordonnées sera 

i/ r -I- cy ivz = o. 

Ajoutons que, si un point ( r, y, z) est situé hors de ce plan, sa distance 
au plan sera la valeur numérique de la quantité ? déterminée par la 
formule 

(<») ç -- n i' h <’>-+- •»’ 


Cela posé, concevons d’ahord que la valeur initiale de a, représentée 
généralement par tn(.r, r, z), se réduise à une fonction de ç, en sorte 
qu’on ait, pour l — o, 

» ■= II ( ç ). 

Kn vertu de la formule (20) de la page 200 ('), la valeur générale de a 
sera 


(7) 


«r -j -— --11 (î 4- w t), 

e (r ( u, »\ u-, 


ou, ce qui revient au même, 

( 8 ) 

la valeur de s étant 


/,) 


n 1 


H — r_: 

(F(m, r, «r, «■>))„ 


ri(A-), 


(9) .V r- ; + (,)/, 

et le signe £ s’étendant à toutes les racines de l’équation 


(10) 


K ( Il, v, tr, w)r:o, 
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Concevons à présent que la valeur initiale de a se réduise à une 
fonction de la distance r qui représente le rayon vecteur mené de l’ori¬ 
gine au point (.r, y, s); e# sorte qu’on ait, pour / = o, 

« - II ( r ). 


Alors, en supposant toujours les valeurs de oj et de .y déterminées par 
le moyen des équations (9) et fio), jointes aux formules (o) et (<i), on 
aura, en vertu de la formule (/j) de ta page 290, 


Cm) 


]>, / J7t r* p ..." 8 .v H ( -v) 

'\K J v ./ e (E("> te, 


sin p dq dp. 


II (y) devant être considéré comme une fonction paire dey. Donc, en 
posant, pour abréger, 

•v 11 (.v) ■ f( s ), 


et ayant égard à la formule (9), de laquelle on lire 


par conséquent 
on trouvera 


ds —_ M dl, 


l)/f(y) - Mf'(j), 


. /• S7t /** ..." Tu-) . 

üJ. ./. <! àv-, u*'"'" 1 '' 11 ' 


0-0 


Si maintenant on suppose, d’une part, que F( r, v, z,t ) soit une Ibnc- 
tion paire de /, d’autre part, que II (y), et par suite f(.v), s’évanouissent 
hors des limites 


n3) 


£ désignant un nombre très petit; alors, en appliquant à l’équation ( 1 x ) 
les principes de réduction développés dans le précédent Mémoire, ou 
verra la valeur de a se réduire à celle que donne la formule 


04 ) 


I' 


k cos <3 


• ; t* to t 


C '(F(«, r, o-, v)),., r 


C'(.v ) ds. 


Dans cette dernière formule, après l’extraction des résidus, on doit 


OF.uvres de C. — S. I* t. VI. 
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prendre pour valeurs de u, e, w des fonctions déterminées de >r,y, z, 
savoir, celles qui représentent les cosinus des angles formés par les 
demi-axes des coordonnées positives avec h normale menée à la sur¬ 
face des ondes parle point D où cette normale coupe le rayon vecteur/-. 
Si l’on représente par 

( I '* ) -s = O 

la surface des ondes, s étant fonction de <x\ y, t, les valeurs de //, 
c, o- seront précisément celles que l’on déduira des formules 


( i <’> ) 


u r ir 

DT* ~ — ïm ’ 


// 2 ~h i 1 H- il * = l, 


jointes à l’équation ( i f> ), à l’aide de laquelle on peut toujours éliminer/. 
Ajoutons que les signes de //, i’ t w devront être choisis de manière à 
vérifier la condition 


(17) 


u.r 4- r y 4- > o. 


Quant aux quantités o et k, elles représenteront, d’une part l’angle 
formé par le rayon vecteur /-avec la normale menée par le point D à la 
surface des ondes, et d’autre part ce que devient le rayon de moyenne 
courbure de la surface caractéristique, pour le point Cde celte dernière 
surface qui correspond au point I) de la surface des ondes, dans le cas 
particulier où le rayon vecteur OC se réduit à l’unité. Il est aisé d’en 
conclure : i° que l’on aura 


(•«) 


^ n.r -t- e y -H o *3 

coso —--- 

r 


ç . 


2° que, si l’on pose, pour abréger, 


V(u, *r, w) — A, 


k sera le produit des deux axes de l’ellipse représentée par le système 
<les deux équations 

j x*D* V + y*D* A h z*D,VA 4- ayzD„P H ,A 4- azx D„ D„A 4- axyD.JL \ 
(■«>) — ± [(l)„ A)* 4 - ( I>„ A)’ 4- (I)„. A)*]*, 

( x D„ A 4-y D„ A 4- z l) w V = o. 
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Il est généralement facile (l’obtenir en ternies finis la valeur de la 
seule intégrale que renferme la formule (i/j). En elTet, on a généra¬ 
lement 

I f'(.ï) ds — f(5 4- t,\t) — f(— £). 

* — e 

D’ailleurs, lorsque la fonction f(.v), qui s’évanouit hors des limites 


reste continue dans le voisinage de la valeur particulière s — 
a certainement 

C(— 5 ) •=<•* 

et, par suite, 



-f- <0 t 

f'(.v) ci s 


I ( Ç 0 ) t ) — ( £ -t- '»> l ) Il ( £ (>) t ), 


£, ou 


ce qui réduit la formule (il) à 


(■-«») 


I' 


i 


(F(«, C, »<’, 


k cos o 
r 


II(.v), 


la valeur de s étant donnée par l'équation (<)), ou, ce qui revient au 
même, par la suivante : 

{ >. l) .V UX -h \\V -f- s\’ Z -f- r,) /. 

Il semble, au premier abord, que l’on pourrait conserver des doutes 
sur l’exactitude de la formule (-20), dans le cas où la fonction ll(.v), 
passant brusquement d’une valeur différente de zéro à une valeur 
nulle, offrirait une solution de continuité pour s = — t, ce qui nous 
obligerait à regarder les valeurs 11( — e) et f(— ejde II (s) de f\.v) 
comme indéterminées. Mais on peut lever ces doutes en considérant 
une fonction qui passe brusquement d’une valeur différente do zéro à 
une valeur nulle comme la limite d’une fonction dont la valeur numé¬ 
rique décroît très rapidement; ou, mieux encore, en appliquant direc¬ 
tement à la détermination de a, dans le cas dont il s’agit, les principes 
exposés dans le précédent Mémoire. En effet, posons alors, pour 
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abréger. 


0 


(x) 


n~t 


D w F ( u , r, iv, w) 


s 11 («), 


et nommons 0 un élément de la surface sphérique qui a l’origine pour 
rentre et pour rayon l’unité. Dans l’intégrale double 




i 



r tn r n p 

{ X *-■(E(M,r, tv, o)) 


M 


sin p drj dp, 
* 


que renferme la formule (i i), la partie ( £, correspondante à une racine 
déterminée de l’équation (io) et à des valeurs de u, e, w assujetties à 
vérifier la condition (17), sera, comme nous l’avons remarqué dans le 
précédeut Mémoire, 


( '>.3 > 


l i? : ,-205. 

4 7 T 


D’ailleurs la valeur de ( ï\ déterminée par l’équalion (a 3 ), s’évanouira 
généralement quand le point (x,y,z) ne sera pas très voisin de la 
nappe qui, dans la surface des ondes, correspond à la racine que l’on 
considère. Au contraire, (f cessera de s’évanouir si le point (x,y,z) 
est compris dans l’épaisseur de l’onde engendrée par une sphère dont 
le rayon serait 1 , et dont le centre se promènerait sur la nappe dont il 
s’agit. Alors aussi, dans le second membre de la formule (a’I), la som¬ 
mation indiquée par le signe 2 pourra être restreinte aux seuls élé¬ 
ments 0, Q\ 0", ... de l’aire 


K = 2 TT k 


{H-wt 


cosô, 


mesurée sur la surface sphérique qui a pour rayon l’unité, dans l’in¬ 
térieur d’une certaine courbe IPI"... dont les dimensions seront très 
petites; et B pourra être censé dépendre de la seule variable s. Soit 
d’ailleurs E la valeur, différente de zéro, gcquise par la fonction 

f(i) =.911(5) 

au moment où la variable s s’approche de la limite — e qui rend cette 
fonction discontinue. Si le temps t vient à varier, et à recevoir un ac- 
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froissement infiniment petit \i, la valeur de a', déterminée par l’équa- 
tion ( 23 ), variera pour deux raisons, savoir : i° parce que le coefficient H. 
variable avec s, recevra, pour une valeur de s donnée par la formule 21 . 
l'accroissement infiniment petit 

!).<(■). A.v I). v (“). r,t A/ ; 

2 0 parce que la plus grande des valeurs de K, c’est-à-dire la valeur de k 
correspondante à s = — £, et représentée par le produit 

1 Ç f t) l *-t~ £ 

2 77 K-COS fj, 

r 

perdra quelques éléments 

0 , r / y 0", ... 

dont la somme sera la valeur numérique du produit 

* . M ^ . 

2 7 : K COS O. A/. 

r 

On trouvera en conséquence 

(»',) 11,‘f ~ V t,/j I) S H -H - ',)« - (“OSo, 

\v Là '* r 

s devant être réduit à — e, et f(.v) à K, dans la valeur de H qui devien¬ 
dra ainsi 


r») 


n 2 


l>r,. I'( II, C, '•» I 


E. 


domine d’autre part les principes exposés dans le précédent Mémoire 
réduisent la quantité 

au produit 

» 1 ir ; •- '■> 1 

1 K cos 0 / , 

- ,V— iV- - : — / I I .v ) (A-, 

! Dut (//, C, ir, (.() /• ,/ 

• 

dans lequel on devra supposer 

s, i + la I 

I f ' (.« ) ds f( ; •+- I ) — E. 

sJ ^ T 
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l:i formule ( -a\) donnera définitivement 




D,‘i’ 




K cosô 


a I) w F(m, c, tv, r,»j /■ 


f( î («>/). 


Pour déduire de cette formule la valeur de a, il suffira de réunir les 
diverses valeurs de D/JP correspondantes aux diverses valeurs de w et 
de doubler ensuite la somme obtenue. Or, en opérant ainsi et ayant 
égard à la formule 

f(5.) .V 11(5), 

on retrouvera précisément l’équation (20). 

Kn résumant ce qui a été dit dans ce paragraphe, on obtient les 
conclusions suivantes. 

Soient gï la fonction principale qui vérifie l’équation (»), et a la déri¬ 
vée de l’ordre n — 1 de cette fonction principale. Si la valeur initiale 
de k dépend seulement d’une fonction linéaire ç des coordonnées r, 
>\ z-, c’est-à-dire de la distance du point (.r, y, z) à un plan fixe, la 
valeur générale de a s’exprimera en termes finis à l’aide de l'équa¬ 
tion ( 8 ). De plus, si la valeur de a dépend seulement du rayon vec¬ 
teur r, c’est-à-dire de la distance du point (.r, y, z) à un centre fixe, la 
valeur générale de a s’exprimera en termes finis à l’aide de la for¬ 
mule (20), avec une approximation d’autant plus grande que la sphère, 
en dehors de laquelle la valeur initiale de a s’évanouit, sera plus 
petite. Dans tous les cas, la valeur générale de « vérifiera l’équation 
caractéristique, et par conséquent la formule ( 8 ) ou (20) offrira une 
intégrale de celte équation en termes finis. 

Si l’on voulait obtenir la valeur générale, non plus de la fonction 

w =2 D" 1 rs, 

mais de 

□ ht. 


□ désignant une fonction entière quelconque des lettres caractéristiques 

IK, D,, P s , O/î 
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alors, à la place des équations (8) et (i i), on obtiendrait les suivantes 


( 'î6 ) 
(27) 


u\ 




Ht*). 


■ ni » 1 « rr r »u) . . 

7— Oit/ f / • t fi -r- sin pdqdp 


n® = 


dont la première pourra être généralement réduite à la formule 


('< 8 ) 


n® = l > r ,----- - , - □ »/ " ii(.v). 

(r («, e, te, 


Il y a pl us : la formule (27) pourra elle-même, dans beaucoup de cas, 
être réduite, sans erreur sensible, à la suivante : 


<G 9 ) 


G® 


}h 

•W 


rr 

7 0 «■ U 


r 


0)" 


Slll/I 


(F(«, e, te, m)), 


□ I), "sll(s)df/dp. 


Si l’on applique au second membre de celle-ci la méthode de réduction 
ci-dessus appliquée au second membre de la formule (11), on parvien¬ 
dra, non plus à l'équation (20), mais à la suivante : 




□ HT — I vt,'... 

(t ((/, e, te, f,>)J„ 


k coso 


G»; "y Il(.v). 


Dans ces diverses formules, la valeur de s est toujours (“elle que fourni! 
l’équation (21). 

La formule ( 3 o), comparée à la formule (28), fournit le moyen de 
reconnaître les rapports qui existent entre les lois de propagation et de 
polarisation relatives, d’une part aux ondes planes, d’autre part aux 
ondes courbes dont l’épaisseur est infiniment petite. C’est, au reste, ce 
que nous expliquerons plus en détail dans un autre Article. 


§ 11 . — Extension des formules établies dans le premier paragraphe. 

La formule (11) du paragraphe précédent se rapporte au cas où la 
valeur initiale de a est représentée par une fonction paire du rayon 
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vecteur/*, ou, ce qui revient au même, par une fonction de 

r*=j!‘+/+î«. 

Pour plus de généralité, on pourrait supposer que la valeur initiale de 
x est de la forme 

«-II(v), 

la lettre II indiquant toujours une fonction paire, et la lettre t dési¬ 
gnant la racine carrée positive d’une fonction tle.r, y, z, entière et ho¬ 
mogène, mais du second degré. Soit, en conséquence, 

x — (ax- 4 - by* 4- cz* 4- a dyz -h a e;.r 4- ‘Jtf.ry) 1 , 

//, b, r, (l , c, f désignant des coefficients constants, tellement choisis 
(tue la valeur de x soit constamment réelle, <»t différente de zéro. (Con¬ 
cevons d’ailleurs que les équations 

ax 4- J'y 4- ez ~ x, 

/.r + iv + t/j-j, 
ex et y 4 - <’ z =. z , 

résolues par rapport à x, y, z, donnent 

x ; - a x 4- l'y 4 -ez, 
v - fx i-byt-dz, 

; — ex 4- dy 4- cz; 

enfin nommons ■ç et V les volumes des deux ellipsoïdes représentés 
par les deux équations 

a x* 4- b y* 4- c z* 4- a dyz 4- a e zx 4- a fxy i, 
a x 2 4 - by* 4- cz 2 -i- a d vz 4 - a ezx 4 - a fxy 1 ; 

on aura, non seulement 

abc — ad* 

abc — ad* 


— be* cf* 4 - 2 de/ = ^, 

— be s — cP 4-a def — ii. 
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mais encore 


= V\‘> =r I ; 


soient de plus, comme dans le § I, 

it — cosp, e — sin/? COS7, »»• — sin/> siiuy, 
ç—ux-\- vy - 4 - <rc, 

et posons 

Q == (a «*•+• I)* * 4- c«’' 2 dru’ 4- 2 e*e« 4- 2 f tn)*. 


Si l’on représente par f(t ) une fonction impaire de t, on aura, en vertu 
de la formule (27) de la page 237, 

Hy) _ <? f** r t ,(±\s}npdldp 
( ~“‘4 nj 0 J 0 \Q/ Q‘ ’ 


Si l’on pose en particulier 

a—.b — c — 1 , ri — e — f — o, 

on aura, par suite, 

a = b •= c = 1 , U — e = f — o, 
Vr^\0 Q — I, 

v —. 


et la formule (1) donnera simplement 

(,) lkl = ? Lj' jf r ({ )8i„ P d, 


L’équation (2) est précisément celle que nous a fournie la valeur de a 
que présente la formule (11) du § I. Mais, si, dans la recherche de la 
valeur de a, on substitue l’équation (1) à l’équation (2), alors, au lieu 
de la formule (1 r) du § I, on obtiendra la suivante 


(3) 


V 


Ib 

4 TT 


n i 


G) 


n-2 


r - 

<^(F(«, e, «e, w)) fc 



la valeur de s étant toujours 

S ~ Ç -f- G J t . 


OKuvres de C .— S. I, t. VI. 
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Si maintenant on applique à la formule ( 3 ) la méthode de réduction 
précédemment appliquée à la formule (i i) du § I, on obtiendra l’équa¬ 
tion suivante 


( 4 ) 

les valeurs de 






fl ~ I 


ME(". •’> »))«. 


k cosiî 

Q*F 


«n 



//, (’, iV 9 k, O 


étant précisément les mêmes que dans les formules (20) et ( 3 o) du 
premier paragraphe. 


§ 111 . Application des formules établies dans les deux premiers paragraphes 
au cas où l’équation caractéristique est du second degré seulement. 

Considérons en particulier le cas où l’équation caractéristique est 
du second degré; et supposons d’abord que l’on ait 

(1) K(.r, 3, t) — r- — 11 2 ( x î 4- a 2 ), 

U désignant une constante positive. Alors, l’équation de la surface ca¬ 
ractéristique étant 

celle de la surface des ondes sera 

.r- -h y* 

et les formules (16), (17), (18) du § I donneront 

// c %v 1 co s 0 ç 
r y z r r ~ /•* 

COSÔ—i, q zjz /•, 

De plus, les formules (19) du § I, étant réduites aux suivantes 

\* -t-y 2 H- z 2 ~ 1, «x + cy + trz — o, 

représenteront un grand cercle de la sphère dont le rayon est l’unifé. 
On aura donc encore 


k ~ 1 
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et la formule (20) du § I donnera 


_ p (ç-f-w/)II(ç-f-to/) 


ou, ce qui revient au même, 


(°-) 


(r + 8 /)II(/- 4- LU) + (/• -- <>/) II( /* — Lit) 


x r 


Il est aisé de s’assurer directement que celte valeur de « vérifie en effet 
l’équation ca racté ri s tiq u e 

[ DJ - G* ( D* + D* -h D?)] « O. 

Il est clair d’ailleurs qu’elle se réduit à II(r), pour / = o. 

Supposons en second lieu 

(3) F(.r, y, 3, l) /* — (iw ! -+-1»/* ■+• es* -f- 2 (J yz 4- 2 es.»- 4 - ? 

Alors, l’équation de la surface caractéristique étant 

a x* 4- b y* 4- cz* 4- a dyz h- 2 ezx 4- a l'xy — /*, 

l’équation de la surface des ondes sera de la forme 

a «c 2 -l- b y 2 -f- c: s - 4 - a dyz 4- 2 ez.r 4 a f.cy /*, 

les relations entre les deux systèmes de coefficients 

a» b, c, d, e, 1; b, c , <■/, y 


étant les mêmes que dans le second paragraphe; et, si l’on pose, pour 
abréger, 

1 

il nz: ( a II 2 -h b y 1 -h CtV >2 -4- 3(1 iw -h xewu 4“ 3 f ) 2 , 

1 

v “ (a j?* -f- by 2 -f- C£ 2 4- ?‘dyz 4- <xezæ 4- 3 Jxy ) 2 > 


les formules (16) et (17) du §1, jointes à l’équation (6) du même para¬ 
graphe, donneront 


( 4 ) 



a 

ax -f- fy 4- ez 


a u 4- f v 4- e w 


r 



(u 4- ht* 4 - cl if 
y 


sv - i 

ex-\-dy-\~cz t s 

eu 4- dr 4 - ci^ £ 2 2 
- s 


vP 
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On aura par suite 

( 5 ) ç* = 12 *v*, 

Faisons d’ailleurs, pour abréger, 

t 

R — |(a// -4- fc -+- en’)* -b (f« -t- bi* -b dtn)* b (eu -+- de -b en')*]*. 


On tirera (encore de la formule ( 4 ) 


R __ fi* 

r ~~ S ’ 


11 = 12*-, 
« 


par conséquent, eu égard à la formule (18) du § I, 

12 * 


(<>) 


R 


coud’ 


et les équations (i()) du § I, jointes à la formule (4), donneront 

( 7 ) a x* b l).y* -b cz* -b ad yz -b ?.ezx -b •?. fxy = R, ./• x +- yy -b z z o. 

Dans l’ellipse que représentent les deux dernières équations,-quand on 
y considère x, y, z comme seules variables, le produit k des deux 
demi-axes est déterminé par la formule 

k = â - R, 

et de celle-ci, jointe à l’équation (6), on tire 

k cos à _ i 12’ 

r tj) v ’ 


la valeur de étant la même que dans le § II. Cela posé, comme la 
quantité ici désignée par ü ne diffère pas de celle qui, dans la for¬ 
mule ( 4 ) du second paragraphe, se trouve représentée par la lettre Q, 
cette même formule, jointe à l’équation 

•V = Ç -b « t = 12 t -b <o /, 


H 



(0 

- 12 % 



donnera 
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ou, ce qui revient au même, 

/ 8 ) « - (v-M) !!(«.-+ -O + (v- t) »(t -J) ' 

2 v 

Il est aisé de s’assurer directement que la valeur de a, donnée par l'é¬ 
quation (8), vérifie en elfet l’équation caractéristique 

[I ) t 5 - (al)* + hD* + cD? 4- 2 (1 1)y I)- aeD- 1)^ 4 - afl) x I) y )] « - o. 

* 

Il est clair d’ailleurs qu’elle se réduit à 11 (t ) pour t — o. 


146 . 

Mécanique céleste. — Sole sur une transcendante que renferme le déve¬ 
loppement de la fonction perturbatrice relative au système plané¬ 
taire . 

C. H., T. XIII, |i f>8.s (i octobre i«4i) 

§ I. — Considérations générales. 

Soient, pour la planète m et au bout du temps t, 

r la distance au Soleil ; 
p la longitude; 

l’anomalie excentrique; 

T l’anomalie moyenne. 

Soient encore 

a le demi grand axe de l’orbite décrite par la planète m; 
t l’inclinaison de cette orbite; 

£ l’excentricité; 

cala longitude du périhélie; 

ç la longitude du nœud ascendant. 

Enfin nommons 


/>', r. 
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ce que deviennent 

f), 1\ a J t, £, GT, 9 

quand on passe de la planète m à la planète m'\ x la distance réelle 
des planètes m , ni' au bout «lu temps t, et S leur distance apparente. 
La fonction perturbatrice R sera, comme l’on sait. 


.0 


■> m r 
H — — :>i - cos o 


m 

t 


la valeur de x étant 


(•■*) 


1 

t ” (r 2 — 2 rr f cosô ~f- r' 2 ) 2 . 


D’ailleurs, en nommant r, la tangente de la moitié de l’angle dont le 
sinus est e, on a, pour chaque planète m, non seulement 

( 3 ) /•-_•«( « — ecosij/), 7 ’ — • — esin^» 


mais encore 


( 4 ) 


1 i — ecos(|c- — vj<ï'W'- , )(i —ne ’W- 1 ), 

1 i — ne'^'J ' 


-(/> - m ) y/— 1 __ ^ sJ- 1 


i — n V" 1 

i.rjt- 


et, pour b*s deux planètes //?, m\ 

(!>) cos 5 f/cos(/>'— p 4 - II) -t- v cos(//-- p + 4»), 

a, v, 11, <1> désignant quatre constantes dont les deux premières sont 
liées à l’inclinaison mutuelle I des orbites par les deux équations 


CD 


u — COS* - — i — y, 
2 


tandis que les deux dernières vérifient les formules 


(7) SÎIl II : 


COS t' 4 -COS t . 


9 f* 


sin (9'—<j?), sin 4 *r- 


cost'— cost 


2 V 


sin(9'— 9). 
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Si l’on développe R suivant les puissances entières des exponentielles 
trigonométriques 

on obtiendra une équation de la forme 

(8) R — 2(m, /n'), lt ,, c nr '/ 'e"' 1 "'/ ', 

le signe — s’étendant d’une part à toutes les valeurs entières positives, 
nulles ou négatives de n, ri; d’autre part, à toutes les combinaisons 
que l’on peut former avec les planètes m, ni, ... prises deux à deux, 
et la valeur du coefficient ( m , étant fournie par les équations 

(y) {ni, ni ■ A,,.,,- R«,ni 

271 

( I o ) \ 

J f K 

Iî„ v =~ / / i ^r) N /-. , r/ v/r. 

' ’ J 0 



f 


Ut+„t)>/-■ i vm $tiTitr' 


Or on peut ramener le calcul du développement de R au calcul de deux 
espèces d’intégrales définies, savoir, de celle que renferme le dévelop¬ 
pement de la fonction 

_ I 

(il) . A ~ : [ ), — p COS (// — /> HT ) ] 2 

suivant les puissances entières de l’exponentielle trigonométrique 


. ,■(/>' /'*rr)V i ( 

la valeur de X étant 



et de celles qui naissent du développement de la fonction 

pus. sii» 2 }/ f l 


suivant les puissances entières de l’exponentielle 
c’est ce que l’on verra dans les paragraphes suivants. 





COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


3 W 


§ II. — Valeur de 

Comme nous l’avons prouvé dans un précédent Mémoire, on a 

(0 A M .= m'2P M .Q_ VA .e^wP, 

la valeur de P AiA étant nulle lorsque les valeurs numériques de h , h 
dilfèrent de l’unité, et la valeur de Q A(A - étant de la forme 

( •'•) Qh,h‘ : ~ Ç/tÇ /i - 

Comme on a d’ailleurs 

P.,. = iv e*7-', 

P-M= P,,_| — |fte _I W-î, 

l’équation (i) peut être réduite à 

n J _ _ 

— V (y 1 7l l ^ sr4 ‘ 6T ' 4 ' < *’V- , -|- <7, r/', ) 

.../ 

-+- ix(r/i e^ 0 ’~ rT+ ^)v r T-f-^-(ra -CT-t-n)^- 

Quant aux valeurs de 

7i> 7i- 

elles sont données, sous forme d’intégrales définies, par les équa- 


tions 





(4) 


2 TC 

/ (l — Kl«+V-Ï)*(l 

A> 

— 7} 1 


0>) 





(«- 

— y/e-'W— 1 


el, pour déduire de ces formules les valeurs de 

7 i» 7-i* 


il suffira d’v changer, dans les exponentielles, le signe de 4 ou de 4'- 
D’ailleurs, comme on a 

dT’^ (. - e'cosf ) '= (£) ( i - Yje+V^) ( i - n'e-W^'), 
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une seule intégration par parties, appliquée à la formule ( 5 ), donnera 

n 1 i r iK - 

(6) — a'~ s — J (i — Yj'e'fV- 1 ) e~" r 'l 1 tfy. 

Si, dans les formules ( 4 ) et ( 5 ), on substitue pour T, T leurs valeurs 
tirées des équations 

— t siir|, r-'y-e'siml»', 

alors, eu posant, pour abréger, 

i r 1T ' — — 

(7) (%=.—-{ cAp,_ 

■ 4 71 t'd 

on trouvera 


7. [(i + 3yi s )o„ +i 

7-1 [(' + 310 * 


— OO „ 4 j — 3(rj 4- '(ï')(i n + (3r/ 2 - 1 - o‘)(< 1 - r/r „ 

— *1^ «-î — 3(r, 4 - r/ 1 )^ „ 4 - (3r ( 1 4 - V)r> ,,-n — f^c „ 


puis, en nommant rf k ce que devient quand on remplace z par z’ cl 
n par on trouvera encore 


( 9 ) 


'/. -- 

-n'a 1 -' -7 

„* 

\o 




/.•t 

7-i - 

"" V 



Ainsi, chacun des quatre coefficients 

7t> '/ 1 » 7r ii 

se trouve exprimé à l’aide d’un petit nombre de valeurs de la transcen¬ 
dante 

f) ft t 

(>u OU (J h, 


dont la forme est donnée par l’équation (7). On peut tirer d’ailleurs 
facilementde l’équation (7) la valeur de la transcendante dont il s’agit, 
développée en série convergente. En effet, comme on a 

nj _ 21 
e’/e.inW-i — e t e 1 


OEuvresde C. — S. I, t. VI. 
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il suffira de développer chacune des exponentielles 

Ci 

e 4 , e 5 

suivant les puissances ascendantes de e, pour en conclure que la va¬ 
leur 6 \, ou le coefficient de 

e b\ y -1 

dans le développement de la fonction 

e' ,î! 'i'|'W r 'ï, 


se réduit, quand k est positif, à 


( I o > 


r ) 

r> l ~ 




J_ (jnt)* _ r _ (}«£ )‘ 

k I I I (k ■+■ l) (k H •«) I . ). 


= (-0*r?_ 


Cette dernière équation fournil, en général, le moyeu de calculer faci¬ 
lement la quantité r ( \. La valeur qu’elle donne pourcS* est évidemment 
positive et inférieure à l’unité quand on a 


5 /» £ ' : \j‘l\ h I. 


Pour de grandes valeurs de k, on aura sensiblement 


.9.3...* 


i tj«fV r 

k- -\- 1 I ( k i- I j ( k -f- ■>. ) I . ! 


(; ?.r.ky-e k , 
t 2 L «£) 4 


k .i 


et, par suite, 

(M) 



k t 

( k) î e k c 


k -4- 1 


Les formules qui précèdent fournissent le moyen de calculer très faci¬ 
lement le coefficient A,,,,,, surtout lorsque n, « sont de très grands 
nombres. Dans un prochain article, je donnerai l’application des 
mêmes formules à la détermination du coefficient B„„. 
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J’ai donné dans un précédent Mémoire les règles de la convergence 
des séries qui naissent du développement des (onctions explicites ou 
implicites, et prouvé que ces séries restent généralement convergentes 
tant que les fonctions et leurs dérivées du premier ordre restent conti¬ 
nues. D’ailleurs les principes, desquels j’ai déduit cette proposition 
dans le Mémoire de 18 3 1, fournissent eux-mêmes les développements 
d’un grand nombre de fonctions en série, et en particulier les séries de 
Lagrange, de Taylor et de Maelaurin. Je vais aujourd'hui déduire des 
mêmes principes une formule nouvelle qui peut être employée avec 
avantage dans la solution de divers problèmes. Cette nouvelle formule 
sert à convertir le reste, qui complète la série de Taylor, en une autre 
série dont les divers termes sont respectivement proportionnels, non 
plus aux dérivées de divers ordres de la fonction que l’on considère, 
mais aux dérivées de même ordre de cette fonction et de plusieurs 
autres qui forment avec elle une progression géométrique dont, la 
raison est la variable même. D’ailleurs la nouvelle série jouit, comme 


la série de Taylor, de cette propriété remarquable que, si on l’arrête à 


un terme donné, il sera facile de calculer une limite de l’erreur com¬ 


mise en vertu de l’omission des termes suivants. Dans plusieurs cas, 
par exemple, quand la fonction donnée se réduit à une puissance d’un 
binôme, la nouvelle série peut converger très rapidement dans ses pre¬ 
miers termes, et elle fournit alors le moyen de calculer sans peine, 
avec une grande approximation, le reste propre à compléter la série de 
Newton. Ce n’est pas tout; les développements de diverses fonctions 
transcendantes peuvent être complétés de la même manière par des 
séries qui, étant très convergentes dans leurs premiers termes, permet- 
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lent d’évaluer avec facilité les restes de ces développements. Parmi, ces 
fonctions, on doit distinguer les logarithmes, les arcs de cercle cor¬ 
respondants à une tangente ou à un sinus donné, diverses intégrales 
définies, etc. 

Je viens d’indiquer les principaux résultats auxquels conduisent les 
formules que renferme le présent Mémoire. Dans un second article, je 
montrerai la grande utilité de ces formules appliquées à la Mécanique 
céleste, et en particulier au développement de la fonction perturba¬ 
trice. 

Analyse. 

§ I (M *. — Considérations générales. 


Soient f(x) une fonction de la variable x, et 

Ç-zzzef , '/~ 


une variable imaginaire dont le module s soit supérieur à x. Si la fonc¬ 
tion f(.r) et sa dérivée du premier ordre restent finies et continues 
pour un module de x inférieur à z, on aura 


(■) 


<V) 



dp. 


Donc, si l’on attribue à la variable x un certain accroissement /<, telle¬ 
ment choisi que le module de la somme x + h reste inférieur à s, on 


aura encore 


CO 


l'(.e -+-/*)“ 


i 

'A TC 



f(0 

æ —h 


dp. 


D’ailleurs, l’équation (i), dilférentiée n fois de suite par rapport à x, 
donnera généralement 


(3) 


D" f(.r) 


i 

2 71 


r cf(0 

J 0 (Ç — 


dp. 


Si maintenant on développe, dans la formule (2), le rapport 


1 


K - * - /« 




EXTRAIT N® H7. 


•U!» 


en une progression géométrique ordonnée suivant les puissances as¬ 
cendantes de A, on trouvera 


( 1 ) 


i h 

■+• rz -~r -K.. - 


/i"- 


/t" 


ç -JP-h ç-j? (Ç-*) 




et, eu égard à l’équation ( 3 ), la formule (2) donnera 


(•>) 


f(.r + /,) = f(.r) + - I), f(.r) + ~ R* f(.r) 




' (n — 1) 


or 1 tv) + /•». 


la valeur de r n étant 

( 6 ) 


_ a» r 
‘tnJo 


Çl‘(0 


(Ç-./•)«(? 


<<!>■ 


La formule ( 5 ), qui fournit la valeur de f(#-+- h), ollre pour second 
membre la série de Taylor avec le reste r n qui complète cette série ar¬ 
rêtée après le n ii ' me terme. On sait d’ailleurs que ce reste peut encore 
être présenté sous la forme 




'• r—T«-■)./, ='- ,|, î | ' (r * '■ ; »''= 


On a donc identiquement 

« Z fl 


Concevons maintenant que, dans l’équation (( 5 ), on développe le rap¬ 
port 


suivant les puissances ascendantes de ( à l’aide de la formule 

■ . C , , C*- 1 1 , _ 

Ç — — // [x-h h (x + h)-'" (.r + /<)'"_! (.c-h/ty"(Ç-.t 
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On en conclura, eu égard à la formule ( 3 ), 


( i o ) r„ 


h" 


' Dr* f(*> + —t* f (.r)] -K 


x H- h 


i.A.. .(n — i) 


la valeur de étant 

(") t„, 


h" 

(xT/,r 


2 71 

' 

2 TT I 


-4- /i) 4 

I 

C^T-T/o 7 


Ç" l+ ' f(Ç) 


/ -(■ 


0 (Ç — *)*($-- x— h) 


D" 1 [.r OT -' f(.r)] 


dp, 


ou, ce qui revient au même, en vertu de l’équation (8), 


( I 2 ) 


r 


*n 1 


(,r -h h) m J Q i . â. . .( n — i) 


D" [(./• h // - z) m f(j? -i- h — z)] (h. 


Lorsque, te et h étant réels, la fonction f(s) est elle-même réelle, et 
reste continue avec sa dérivée entre les limites g — o, z = x 4 - h, on 
tire des formules (7) et (12) 

11 3) r n h " D7 !'(./■ + Oh), 

1.2... /< 

et 

1 ;^ — < ; h ‘ I, yn + 0/i) ('(X ! Oh)], 

0 désignant un nombre compris entre les limites o, 1, et dont la valeur, 
variable avec x, ne doit être substituée dans les formules (18) et ( 14) 
qu’après que l’on aura effectué les différentiations relatives à .r, en 
considérant le produit 0/i comme constant. 

Quoique le second membre de la formule (9) offre une progression 
géométrique divergente, il arrivera souvent que la série comprise dans 
le second membre de l’équation (10) commencera par converger très 
rapidement. Alors on pourra se servir de cette série pour calculer avec 
une grande approximation le reste r„ de la série de Taylor. L’équa¬ 
tion (14), ou les équations du même genre que l’on pourrait déduire 
de la formule (12), si la quantité h et la fonction f(s) devenaient ima- 
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ginaires, serviront à fixer les limites de l’erreur commise dans l'éva¬ 
luation approximative du reste r n . 

Si, dans les formules ( 5 ).(io), (la) et (i/,), un remplace .r par zéro, 
et h par x, on obtiendra d’autres formules dont on pourra souvent 
faire usage pour déterminer, avec une grande approximation, le rester 
qui compléter la série de Maclaurin, et pour fixer les limites eles erreurs 
commises élans l’évaluation de ce; même reste. 

§ II. — Développement d'n ne puissance d'un binôme. 

Lorsque, dans les formules (:>), (10), (i 2) et( 1 \ ) du § I e ', on pose 

f(.e » ~ x*, 

s désignant une quantité réelle, on obtient des équations qui fournis¬ 
sent, non seulement le développement connu de 

I ./■ 4- h V" 

en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes ele h, mais 
encore le reste r„ de cette série, développé lui-méme en une seconde 
série qui converge très rapidement dans ses premiers termes, quand le 
nombre n devient très grand, et qui jouit, comme la première, de celle 
propriété remarquable, qu’on peut, en l’arrêtant à un terme quel¬ 
conque, déterminer facilement une limite de l’erreur commise en vertu 
de l’omission des termes suivants. Hn effet, dans cette hypothèse et 
en posant, pour abréger, 



,V( S — I ). . .( S - - n r l ) 

- t **),,, 


on trouvera 



(0 

( x -b hy r:-- x *-b (s) { hx* x -b (s) i h 2 .r J 2 b. . 

.4- (•<)„. ' / „, 

( 2 ) 

n * ^ e±i - +. 

[_x -b h ( x -b h )* 

(si m i)„., 

' ( ju 4 - h )"* 

’ ' c m * 

( 3 ) 

nh n /* * 

V„, = (s-T -m) n J z-'(æ 4- // - 



( 4 ) 

i„, - (s + m)„ ^ ^ (.r -f- Oh)* 
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0 désignant un nombre renfermé entre les limites o, i. Or, d’une part, 
lorsque n devient très grand, la série que renferme l’équation (a) 
converge très rapidement dans ses premiers termes, dont la somme 
est 


(jOh-I ( v ~t~ 1 )« 1 (.V -f- '>■ )„ | 

./• Jli (./• 4- h)* '(.r -f- h f 

(y)>. I l‘ s 4- l l (.v 4- ») (£4h 2) _I_ 

./■ }• // J s — fi ~f~ 2 jc —f~ h (.ç — ti —f- 2 ) ($ — ti —j— 3 ) (oc — f- h 


et, d’autre part, la formule (4)» ou les formules analogues que l’on 
déduirait de l’équation ( 3 ), si h ou x devenait imaginaire, fournissent 
immédiatement une limite du reste qui complète la seconde série ar¬ 
rêtée après le terme dont le rang est m. 

Si, dans les formules précédentes, on remplace a? par l’unité, et h 
par x, elles donneront 


(•->) 

<<>) 

( 7 ) 

(H) 


( ! 4- J-Y—X 4- (*),.*’ 4- ($)*#*-+-. . • 4- (.9) / ,_).r" _l 4- 

R*)-. , (•' + >)»-! , , (.» + /« — I, 

- “ 7 L^ : Tï+jT)*’ -rr+Trr~“J 4 


X„, -- (s 4- rn)„ jf 3'*-' (1 4- a? — dz, 

l( „ = (.v + m)„ 0x) t+m ~". 


Knün, si, dans ces dernières équations, on remplace x par — x, et s par 
— .v, alors, en posant, pour abréger, 

*(-*4-i).. .(s 4- n -i) _ 

~ - LJ "’ 

on trouvera 


( 9 ) 

(10) 
(") 
(‘■O 


(i — .r)--'r_; 1 4 - 4- [.v],a-*4-.. . 4- 4 - r„ 

= [s - m]„ 7~Z~ÿ7> f z "’ *(' - X - 3)"'~ J -"</3, 

\ c / */q 

= [*- «O,. (• - 
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Si l’on divise par s les deux membres de chacune des équations ( 5 ), 
(6), (7), (8); si d’ailleurs, après avoir écrit, pour abréger, 


au lieu de 


r n et t nl 



s 



S 


on réduit s à zéro, alors on verra le rapport 


(l H- 1 

.V 


10 + *). 


se réduire simplement à 
et l’on trouvera 

03) U 1 + *) - * ~ ^ + y - ..- + (-+'■' 


œ m x 


x 


n~\ 


(» 4 ) 


(_ i) n + | j" ; * 

n — 1 


1 1 1 1.2 1 

i + .i . 1 n — 3 (1 4- .r ) 2 ^ (//— 3) (« — 3 ) 


+ (->) 


m 4-1 


I .2. . ,(m — l ) 


(. 5 ) t m : " ( 1 )»•+»+• 

('<>) t„ -.-(-I)™‘ 


( n — a)... (« — m ) (14- x)"‘ 
i.i. 3 ... m 


(n — 1) (« — 3).. .(/< — m ) (1 4- 

1 . 3 . 3 ... /» ,r‘ 


r —, 

I -T J. " 


4 -t 


(l 4-3-— z)"‘~ n dz 


n(n — 1 )... (n — m ) (1 4 - .1')" 


(1 4 - 0 ,r 


Aux applications que nous venons de faire, des formules établies 
dans le § I, on pourrait en joindre beaucoup d’autres. Nous nous bor¬ 
nerons ici à en indiquer quelques-unes. 

Si dans lesformules(i 3 ),(i 4 ), (i 5 )on remplace x par.ry^~ 1, celles 
que l’on obtiendra fourniront, non seulement le développement connu 
de arc tanga?, mais encore le reste qui le complète, développé lui- 
même en une série qui sera très convergente dans ses premiers termes 
quand n aura une grande valeur. 

Si dans l’intégrale 



x*) 2 d.r —- arc sinx 


'i> 


Œuvres de C — S. I, t. VI. 
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on substitue pour (i — x 2 ) * sa valeur* tirée des formules (9) et (10), 
on obtiendra, non seulement le développement connu de la fonction 
arcsin.r, mais encore le reste qui le complète, développé lui-même en 
une série qui sera très convergente dans ses premiers termes, quand n 
sera très grand. Des remarques semblables sont applicables aux inté¬ 
grales de la forme 

f (1 - ,r 5 ) * d.c. 


ainsi qu’à une multitude d’autres, et en particulier à certaines inté¬ 
grales que l’on rencontre dans la Mécanique céleste, comme nous l’ex¬ 
pliquerons plus en détail dans un autre Article. 

tën terminant ce Mémoire, nous observerons que les formules ( 1 ), ( a , 
( 3 ), ('\) peuvent se déduire, non seulement des principes établis dans 
le § 1, mais aussi de l’équation 

r m z 5 dz n 
/ 1 + 5 sinrr.v’ 


qui subsiste pour des valeurs de s comprises entre les limites o, 
plutôt de la formule 


(./■ i/»V 


sill TT.Ÿ Ç 

K J n 


z * dz 
x 1- k -t- s ’ 


ou 


que l’on lire de l’équation précédente, en y remplaçant s par • _ 


148 . 

Mécanique céleste. — Note sur la substitution des anomalies excentriques 
aux anomalies moyennes, dans le développement de la fonction pertur¬ 
batrice. 

R., t. XIII, p. 85o (x5 octobre 1841 ). 

Le calcul des perturbations des mouvements planétaires exige le dé¬ 
veloppement de la fonction perturbatrice en une série de termes pro- 
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portionnels aux puissances entières des exponentielles trigonomé- 
triques qui offrent pour arguments les anomalies moyennes. Or ce 
développement peut être déduit de celui dans lequel les exponentielles 
trigonométriques offriraient pour arguments, non plus les anomalies 
moyennes, mais les anomalies excentriques. Il y a plus; on passera 
très facilement du second développement au premier, si l’on a com¬ 
mencé par former pour chaque planète une Table qui présente les 
diverses valeurs d’une certaine transcendante dont M. Kessel s’est 
occupé dans un beau Mémoire, présenté à l’Académie de Berlin en 18*.>4, 
et sur laquelle j’ai rappelé dernièrement l’attention des géomètres. 
Dans la précédente Note, je me suis proposé, comme M. Kessel, de 
montrer les avantages que présente l’emploi de cette transcendante 
dans le développement de la première partie de la fonction perturba¬ 
trice. Je vais montrer aujourd’hui comment la même transcendante 
peut servir au développement de la seconde partie de la même fonc¬ 
tion, je veux dire, de la partie dépendante de l’action mutuelle de deux 
planètes. 

Analyse. 


Conservons les mêmes notations que dans la Note du 4 octobre, et 
soit toujours 


O.) 


■> rn r > 
K -coso 


m 

V 


la fonction perturbatrice. On aura 

(a) H — 2(m, c ,nT ' n ‘ r) > - \ 

( 3 ) ( Iflj Dl )n,n’ — A n,n ' " K 

A, ()W et K „ >fl > étant les coefficients du produit 

V~~ I T y I ^ 

dans les développements des termes m J t - eosS et ~ • On aura d’ailleurs, 
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comme nous l’avons remarqué, 

A—• v ^ CT '■ , ■ eT+ 4> V- , -f-ÿ, q\ e -(o'+GH-$V-i] 

Si 

H— —\>\<]\ <]'-\ c( CT '-' n+ IUv^î q_ l q\ ^ 

les valeurs de q n q\ étant fournies par les équations 





Y) e'IV- 1 )* re~ d»-*-» *V- 1 d^. 


i — vj'e'W- 1 )e~ nT '/ 1 d<\>'. 


et les valeurs de r, T étant 

(6) /• — «( i — scosif), T—ty — esintf. 

Par suite, si l’on pose 

i r ** - — 

(7) rS— / e-*’W- 1 «*«•»"'W~ | «ty, 

' AT: Jo 

et si l’on nomme 6 J ' k ce que devient 6 \ quand on passe de la planète m 
à la planète m', les valeurs de 

9 u q\ 

se déduiront aisément de celles de la transcendante 6 \ supposées con¬ 
nues, à l’aide des formules (8) et (9) de la page 345 . Ajoutons que, si 
l’on nomme 00* une seconde transcendante déterminée par la formule 

/ lit 1 7t 

e -«TV“7 d T — , ±Zll l + rfü/, 

a™ J 0 T 


ou, ce qui revient au même, par l’équation 


(D* — é\ — ^ k+\ + é\- x ) = r ~ i — <yk> 


(9) 


n 
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on pourra, aux formules (8) de la page 345 , substituer les suivantes 


(io) 


q 1 ==a (^)(®*-« — 2 10* ce,,-,), 

V-t = « (^) (©«-, — am CD,, 4- y) 1 <&*+,). 


Quant aux valeurs de y',, y’,, elles seront toujours 

1 <l\ — — n ' «'"* ( ^ 1 ) • 

(•>) < 

( q' i = n'a ^ rS"„, — . 

Cherchons maintenant la valeur de B„ „<, et concevons que l’on com¬ 
mence par développer ™ suivant les puissances (‘litières des exponen¬ 
tielles trigonométriques 


On obtiendra ainsi une équation de la forme 

(12) — = ^ C/,/- eC’V’V-', 

le signe^ s’étendant à toutes les valeurs entières positives, milles ou 
négatives de /, Cela posé, en représentant toujours par 

B 

le coefficient du produit 

' (* n * V' — * C n ' J — 


dans le développement de — > on tirera de la formule (12) 




(.3) 


—X 


eC/'è+Cf ) f=i e — i‘T+n' r) v^T dTdT'. 


D’ailleurs, en vertu de l’équation 


7*= vp — « silltj/, 
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on trouvera 


/ e~W 'e " T S 1 

■ <7r . / o 


Donc la formule (i 3 ) donne simplement 


111 ) 


Il' 

D//,h i C/,/' /(.d n i IL i i/ t / (5„ /(S h —/'. 


le signe £ s’étendant aux diverses valeurs positives, nulles ou néga¬ 
tives de /, Les formules (io), (ii) et (i 4 ) suffisent pour montrer 
combien il est utile de construire, ainsi que l’a fait M. Bessel, une 
fable propre à fournir les diverses valeurs de la transcendante é > i , de 
laquelle ©* sc déduit aisément à l’aide de l’équation (9). Cette Table 
étant construite, la détermination de B„„ se trouve réduite au déve¬ 
loppement de - suivant les puissances entières des exponentielles 

t'H e'V v 


Au reste, la même conclusion se déduirait des deux formules que 
M. Jacobi a données dans le Journal de M. Crelle (XV e Volume, 1 836 ), 
pour la détermination des coefficients de cos« 7 ’ et de sin« 7 \ dans les 
développements de cos/^ et de sin/]>, et qui se trouvent comprises 
l’une et l’autre dans la formule (9). 

Nous ferons, en terminant celte Note, une remarque essentielle. 
Quoique la sommation indiquée par le signe 2 dans la formule ( 1 4 ) 
embrasse, à la rigueur, un nombre infini de valeurs de /, cependant 
le nombre de celles dont on devra tenir compte pour obtenir en nombres 
la valeur de B,,,,- sera fini et souvent peu considérable, attendu que, 
pour de grandes valeurs numériques de k , la valeur de et par suite 
la valeur de <A k donnée par la formule (9), seront généralement très 
petites. En effet, nous avons déjà reconnu, dans la Note précédente, 
que l’on a, pour des valeurs positives de k , 


(.5) 


é> k •— 


(ï'*o* r. 

1.2... k L A 


(W)* 


"H 
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et nous en avons conclu que, pour de grandes valeurs positives de 
on a sensiblement 


(16) 



k __ I 

( ’ ï 7r A ) *e 


(j"î)’ 
* +1 


Or, comme chacun des facteurs renfermés dans le second membre de 
la formule (i(>) devient très petit pour de très grandes valeurs numé¬ 
riques de/', il en résulte que la transcendante r?* offre alors elle-même 
une très petite valeur numéri(|ue. Il suit d’ailleurs de la formule (7) 
que, dans tous les cas possibles, cette valeur numérique est rigoureu¬ 
sement inférieure au module du produit 


fi '\l J 1 gtl Z si 11 ^ yj \ 


c’est-à-dire à l’unité. Remarquons encore que, dans le cas où l’on a 

\ m < y 7 . -h 1, 

la série comprise entre parenthèses dans le second membre de la for¬ 
mule (i 5 ) est elle-même une quantité positive inférieure à l’unité. 


149 . 


Analyse mathématique. — Note sur le développement des fonctions 

en séries. 


C. R., l. XIII. p. 910 (8 novembre 18{11. 

Une fonction d’une ou de plusieurs variables peut être développée, 
dans beaucoup de cas, en une série convergente, simple ou multiple, 
dont les divers termes présentent une forme donnée. Ainsi, par 
exemple, une fonction d’une seule variable peut souvent être déve¬ 
loppée en une série dont les divers termes soient respectivement pro¬ 
portionnels aux puissances entières positives ou négatives de celte 
variable. Or, la forme du développement étant donnée, il est très impôt- 
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tant de savoir si l’on peut obtenir ou un seul ou plusieurs développe¬ 
ments de la même forme. La question est facile à résoudre, lorsque 
les divers termes doivent être proportionnels aux seules puissances 
entières et positives delà variable. Alors on prouve aisément que le 
développement est unique; mais la preuve fournie dans cette hypo¬ 
thèse n’est plus applicable au cas où le développement renfermerait à 
la fois des puissances positives et des puissances négatives de la va¬ 
riable. Il paraissait donc nécessaire d’examiner de nouveau la question, 
même pour les développements en séries ordonnées suivant les puis¬ 
sances entières des variables. En m’occupant de cet objet, je suis 
parvenu à établir divers théorèmes généraux relatifs à des développe¬ 
ments de forme donnée. Je me bornerai aujourd’hui à énoncer quel¬ 
ques-uns d’entre eux, me réservant d’en développer les démonstrations 
et de traiter la même matière avec plus d’étendue dans les Exercices 
<ïAnalyse et de Physique mathématique. 

Il est facile d’établir les deux propositions suivantes : 

Théorème I. — Si une série ordonnée suivant les puissances entières et 
positives d'une variable réelle ou imaginaire offre une somme nulle, tant 
qu elle demeure convergente, chaque terme sera séparément nul. 

Théorème 11. — Si une série convergente, et composée de. termes pro¬ 
portionnels, les uns aux puissances entières positives, les autres aux puis¬ 
sances entières négatives d’une variable réelle ou imaginaire, offre une 
somme nulle, pour un module donné de cette variable, quelle que soit d’ail¬ 
leurs la l'aleur de l'argument, chaque terme sera séparément nul. 

De ces deux propositions on déduit immédiatement les suivantes, 
dont la première était déjà connue. 

Théorème III. — Une fonction continue d’une variable ne peut être dé¬ 
veloppée que d’une seule manière en une série convergente ordonnée sui¬ 
vant les puissances ascendantes et entières de cette variable. 

Théorème IV. — Une fonction continue de la variable x ne peut être 
développée que d’une seule manière en une série convergente qui se com- 
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pose de termes proportionnels aux puissances entières positives, nulle et 
négatives de celle variable, et dont la somme représente constamment cette 
fonction pour un module donné de la variable, quelle que. soit d'ailleurs la 
valeur de Vargument. 

J,e théorème IV cesserait d’être exact, si, pour le module donné de 
la variable, la fonction développée en une série convergente se trouvait 
représentée par la somme de cette série, non pour toutes les valeurs 
<le l’argument, mais seulement pour celles qui seraient comprises entre 
des limites données. 

On peut du théorème IV déduire un grand nombre de conséquences 
dignes de remarque. Pour en donner une idée, considérons une fonc¬ 
tion rationnelle quelconque de la variable æ. Cette fonction rationnelle 
pourra être regardée comme formée par l’addition d’une fonction en¬ 
tière et de diverses fractions simples dont chacune sera proportionnelle 
à une puissance négative d’un binôme. Or, une telle puissance étant 
toujours développable, ou suivant les puissances ascendantes, ou sui¬ 
vant les puissances descendantes de la variable, suivant que le module 
de cette variable est inférieur ou supérieur au module du terme con¬ 
stant du binôme, on doit en conclure qu’une fonction rationnelle de la 
variable x sera, pour un module donné de r, toujours développable en 
une série convergente dont les divers termes seront proportionnels, les 
uns aux puissances entières positives, lesautresaux puissances entières 
négatives delà variable, et dont la somme représentera cette fonction, 
quel que soit l’argument de la variable. Cela posé, concevons que, par 
un moyen quelconque, on soit parvenu à déduire immédiatement une 
semblable série de la fonction rationnelle donnée, sans recourir à la 
décomposition de la même fonction rationnelle en fractions simples. 
Cette nouvelle série devra, en vertu du théorème IV, se confondre avec 
la première. A l’aide de cette seule observation, on peut facilement 
établir, non seulement les formules connues qui servent à déterminer 
les sommes des fonctions semblables des racines d’une équation algé¬ 
brique donnée, mais encore une multitude d’autres formules, par 

OF.uvres de C. — S. I, t. VI. 46 
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exemple, celles qu’ont obtenues Lagrange, Laplace et Paoli pour le 
développement en série d’une fonction de la racine la plus rapprochée 
de zéro, ou de la somme des fonctions semblables de plusieurs racines. 
On peut même, à l’aide du théorème IV, prouver que ces diverses for¬ 
mules sont applicables, non seulement aux racines des équations algé¬ 
briques, mais encore, sous certaines conditions, aux racines des équa¬ 
tions transcendantes. 

Analyse. 


Si une équation de la forme 

<7 0 -+- a l OC •+■ «s O 

subsiste, pour tout module de la variable a ; inférieur à une certaine 
limite, il suffira de réduire oc à zéro dans cette équation, multipliée par 
un terme de la progression géométrique 

i i 

I , — ? —• 5 ‘ ? 

.r ,r 2 

pour obtenir successivement les formules 

a 0 — o, a x — o, ci % o, .... 

Celle démonstration très simple du théorème I peut être étendue, 
comme l’oji sait, au théorème III. (Voir XAnalyse algébrique, Chap. VI.) 

Concevons maintenant que le module de la variable réelle ou imagi¬ 
naire .r soit représenté par X, et l’argument de la même variable par p, 
en sorte qu’on ait 

(i) x 

Si, pour une valeur donnée du module X, une équation de la forme 

(!) « 0 -+- O x X -t- «_,#'■* -+- rt_ 2 .7—. . . — o 

se vérifie, quelle que soit la valeur de l’argument p, il suffira d’intégrer 
par rapport à p, et entre les limites 


p~ o. 


p — 2TT, 
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les deux membres de la formule (2), multipliés par 

e'W ~'dp, 

pour obtenir l’équation 

( 3 ) «» = <>, 

n étant une quantité entière quelconque positive, nulle ou négative. 
Donc alors la formule (2) entraînera les équations 

(4) d o~°* a t — o, a % ~ o, .... = o, a 2 <>, .... 

Cette démonstration très simple du théorème II est fondée sur un arti¬ 
fice de calcul analogue à celui dont Euler a fait usage pour développer 
une fonction en série de termes proportionnels aux cosinus des mul¬ 
tiples d’un même arc. D’ailleurs le théorème II, une fois établi, entraîne 
immédiatement le théorème IV, et toutes les conséquences qui dérivent 
de celui-ci. 

11 importe d’observer que, si l’équation (2) était seulement établie 
pour des valeurs de l’argument p comprises entre certaines limites, elle 
n’entraînerait plus nécessairement les formules (4). A l’appui de celte 
observation, nous pouvons citer la formule 

(:>) - JC -4- r 3 — y. je* — a— 1 -t- .v~ J — ,v — -+-... - o, 

2 3 5 3 ■> 


qui subsiste, quand on y pose 

./• :r: eJ’ 'J~, 

non pour toutes les valeurs possibles de l’argument p, mais seulement 
pour des valeurs de p comprises entre les limites 

r. ~ 

p -1 p - - • 

Observons encore qu’à l’aide d’intégrations définies on peut réduire 
des séries de diverses formes à des séries ordonnées suivant les puis¬ 
sances entières positives ou négatives de certaines quantités. Ainsi, en 
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particulier, de ce qu’on a, pour des valeurs réelles et positives de 
et de n, 

C™ V TT 

/ -; cos np dp — - e~" r , 

J„ '•*+/'* ' 1 a 

il résulte qu’une équation de la forme 

(f>) f (p) — r / 0 -h a { cos p -H a 2 cos à/) 

quand elle subsiste, quel que soit l’angle/?, entraîne la suivante : 

~ f H r ) d P — a « + a * < r r +°t 


(7) 




Pareillement, de ce qu’on a, pour des valeurs réelles et positives de 
et de n, 

I *-■- sin np dp = - e nr , 

J 0 r-+p* a 

il résulte qu’une équation de la forme 

( S ) f (p ) — sin/j -+- «J si n ip -+-... 

entraîne la suivante : 

(«,) -f --?— i ((p)dp=:a l e-'- + a i e~ t '+.... 


+ P‘ 


On a encore 


d’où l’on tire 


f ~r- -—î n P (, P ~ ~ e ~ ' ■> 

J 0 >*+P' 2 

f . !* - 1 sin/; dp — - e~" r ; 

«•/••H-/»* a 

de sorte que, si l’on pose 

(>°) _f(/>) = ".- + «. + «s 4 ,4 + • • • ’ 

on conclura la formule 

(u) - / f(/>) sin/? .... 
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Il suit de ces remarques que le développement d’une fonction f(/>) en 
une série semblable à celle que renferme l’une des formules (G), (8), 
(io) peut être réduit au développement d’une certaine intégrale définie 
en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de 
la quantité e~ r . Les mêmes remarques permettent aussi d’établir divers 
théorèmes analogues aux théorèmes 1 , II, III, IV, et il en résulte, par 
exemple, que le second membre de chacune des formules (G), (8), (io) 
ne peut s’évanouir, quel que soit />, sans que chacun de ses termes se 
réduise séparément à zéro. Ainsi encore, une fonction f(/>) de l'angle/> 
ne pourra être développée que d’une seule manière en une série con¬ 
vergente de la forme de celle que renferme l’équation (io), si la somme 
de celte série doit représenter la fonction, quel que soit />. Si, pour 
fixer les idées, on suppose la fonction ï(p) réduite à 

TC p TT p 

r r 

7T e -h e 

~x r Hü _3W’ ’ 

r r 

e — e 

la série dont il s’agit sera nécessairement 


1 '_ P _ ,_ P 

2 p r 2 -h p m i\ / - -r p l 


150. 


Calc.cl intégral. — Note sur les fonctions alternées et sur les sommes 

alternées. 


C. R., t. XIII, p. 939 (i5 novembre 18{1 ). 

Cette Note, qui sera publiée en entier dans les Exercices de Mathé¬ 
matiques, a pour objet la démonstration de diverses propriétés des fonc¬ 
tions et des sommes alternées. Je remarque, entre autres choses, que 
si, la fonction f(x, y, z, ...) étant rationnelle par rapport aux va- 
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riablcs it', y, 5, ..on pose 

,y ~S[± f (•*%,)-, v, ...)], 

la somme alternée s sera de la forme 



P, Y, W désignant des fonctions entières de x, y, et P étant de 

la forme 

/) {x — y - 5 ); 

puis, en parlant de cette remarque, j’établis la formule 

, 'll'izll ixe 

n étant le nombre-des variables x, y, -, ou des constantes a , l >, 

c, _u’ désignant ce que devient le produit P quand on y remplace 

ces variables par ces constantes, et la valeur de la fonction Y étant dé¬ 
terminée par la formule 

V (./• - a) (./‘ - - b) (x — <•)...(/ — a) ( r — b) {y — c) — a) (z — b) (z — e).... 

Si, pour fixer les idées, on pose n — 2, on obtiendra la formule 

i i _ (a-~b)(.v—y) 

(./• - n) ( v — b) (.r — b) (y — a) ~ (.r — a) (.r — b)(y — a) (y — b) 

Si l’on pose n — 3 , on obtiendra la formule 

i i ' 

(J—a) ( y — b) (z — cj + (x b)(ÿ~~ m c) (z - a) ' (x — c) (y — a){z - b) 

i î i 

t-e — «) (y -- C) (s — b) (.r — b) (y — fl) {z — c) {x — c) (y — b) {: — flj 

(fl — b) (a c) (b — c) (æ — y) (.r — z) (y •— 3)_ _ 

(.r -- ti) (.r — />) (.r — c) (y — fl) (y— b) (v — c) (z — a)\z — é) (s — r) 
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151 . 


Observations relatives à une Note présentée par M. Blanche! ('). 

C. R., T. XIII, p. 960(15 novembre 1841). 


La Note que M. Blanchet vient d’ajouter aux beaux Mémoires qu’il a 
présentés à l’Académie traite une question importante dans la théorie 
dos ondulations, la question de savoir ce que deviennent les valeurs 


( l ) Mécanique. — Note sur les mouvements très petits qui subsistent entre les 
différentes nappes de l'onde, dans la propagation d'un ébranlement centra!; 

par M. P.-H. Blanchet. 


Dans le préambule d’un Mémoire inséré au ri° 8 du tome XIII dos Comptes rendus ( " >, 
M. Cauchy dit que la dérivée do l’ordre n — 1 de sa fonction principalo s’évanouit tou¬ 
jours pour tous les points qui no sont pas infiniment rapprochés do la surface de l’onde. 
11 étend ces conclusions au cas où l’état initial est quelconque. A la page \\>. ( /; ), qui Ru¬ 
mine le Mémoire, les mômes conclusions sont reproduites. 

Il suivrait de là qu’il n’y aurait rigoureusement rien entre les différentes nappes de 
l onde. Cependant les formules que j’ai données dans mon dernier Mémoire conduisent à 
dos conséquences contraires. 

Les intégrales triples, que j’avais négligé d’écrire dans le troisième Mémoire, peuvent 
être présentées sous la forme 


i 1 \ 

; 1 r y ' v r™ , ■ . 

i i x(v,<fs 

ds . 

1 (/, *)—8\n 

( 1 ) 

1 1 /•*' r 71 r * n 

«** / / / r x) 

\ < t .'0 • '0 

. ds . 

( t , v) - S1I1 

comme 011 peut le voir dans le quatrième. 


v a 

remplacé p, et Ton a fait les transformations 



/ ./• - X ap, a - 

cosm, 

(>•) 

| y — |A g p, 6 = 

sium cosO, 


( i - v ----- y ?, 7 

sinrn sinO ; 

(3) 

/(X, p, v ) = f(x — ap, y — Sp ; 

- = - 7 ?> = 


La fonction y(p) s’évanouit pour les valeurs do nr, 0 et p, qui ne répondent pas à quel¬ 
qu’un dos points do l’espace primitivement ébranlés. Si donc les limites N'/ et N n t de la 
première dos intégrales (1) sont, l’une au delà, l’autre en deçà des valeurs de p pour les¬ 
quelles la fonction y ne s’évanouit pas, on pourra prendre, pour limites do l’intégration 


(*) OEuvres de Cauchy, S. I, T. VI, p. 288 (Extrait n° 142). 

('') OEuvres de Cauchy , S. I, T. VI, p. 3o2 et 3o3 (Extrait i\° 142). 
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des inconnues entre les diverses nappes de la surface des ondes. M. Blan- 
chot ayant cité un passage de l’un de mes Mémoires, je demanderai 
d’abord la permission de relire le commencement de ce passage. Voici 
ce que je disais dans le Compte rendu de ja séance du 23 août dernier. 


relative ci .v, oot -h»; car au fond la triple intégration se rapportera à toute la portion de • 
l'espace primitivement ébranlée. 

Si l’on fait, dans la première des intégrales (i), la transformation inverso de la transfor¬ 
mation ( ?.), on trouvera 


fjf X)*+0' —!i)*+(5—v)*] 


dh d\x d't 


[/(.r— X)î + (j — —v) s ]'‘ 


et les limites des X, ja, v seront — x et h- oc, ou, si l’on veut, les limites do l’ébranlement 
primitif. 

La seconde des intégrales (i)donnera un résultat semblable; f\ sera remplacé par fl. 

Le radical 

( 'i ) VH — X )* •+- ( J — n )'* + ( Z — v 

('St du mémo ordre de grandeur quef, car il est compris entre des quantités de la forme 
Né. D’ailleurs les fonctions f\ et fl sont homogènes de l’ordre — i. Ainsi, en général, les 
intégrales de la formo(4) seront do même ordro que le volume do l’ébranlement primitif 
divisé par la quatrième puissance du radical ( 5 ). 

Il faudrait donc (pie les fonctions f 2 et fa présentassent des particularités bien extraor¬ 
dinaires pour que les intégrales (i) fussent rigoureusement milles. 

Il est évident qu’on peut arriver à un résultat analogue dans lo cas où la plus grande 
nappe n’enveloppe pas toutes les autres. 11 suffit de substituer à la surface qui limiterait 
naturellement l’onde extérieure une certaine portion do surface développable au delà de 
laquelle il n’y a rigoureusement rion( a ). 

Lola posé, dans les valeurs générales dos déplacements £, r h Ç, les fonctions qui ex¬ 
priment les déplacements à l’origine du mouvement produiront des termes de la forme des 
intégrales (1). Los fonctions qui expriment les vitesses initiales produiront des termes de 
mémo forme; seulement, au lieu des fonctions f\, fl, on aura des fonctions d>' 2 , f b' 3 . 

Dans les valeurs de ^ ? on aura encore des termes de meme forme. Mais les 

dt dt dt 

déplacements primitifs amèneront dans les intégrales ç'J, <pj, tandis que les vitesses ini¬ 
tiales y donneront f K, 1*3. 

Ainsi, il y aura dos déplacements et des vitesses entre les nappes do l’onde. Toutefois 
(‘es déplacements et ces vitesses seront très petits par rapport à ceux qui auront lieu dans 
les nappes mômes de l’onde, quand les dimensions de cette onde seront devenues très con¬ 
sidérables par rapport aux dimensions de la portion de l’espace primitivement ébranlée. Si 
l’ondo produit un phénomène sensible, ce phénomène pourra disparaître entre les nappes 
de l’onde à une assez grande distance de l’ébranlement primitif. Jamais il ne sora rigoureu¬ 
sement nul. 

Ces conclusions s’accordent d’ailleurs avec les résultats obtenus par M. Poisson dans le 
cas do la propagation sphériquo (t. X des Mémoires de VAcadémie). 


( a ) Voir Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences , t. XIII, p. 197 et 339 . 
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De la réduction que j’ai obtenue, il résulte que la dérivée de la fonction 
principale de l’ordre n — i se réduit, pour les points situés dans l’intérieur 
de l’onde, à une quantité infiniment petite, et, pour les points situés hors 
de cette même onde, à une quantité infinimen t petite d’un ordre plus élevé. 
Jusque-là les calculs de M. Blanchet et les miens se trouvent complète¬ 
ment d’accord. Seulement, après avoir donné mes calculs, contre les¬ 
quels aucune objection ne s’est élevée jusqu’à ce jour, j’ai observé que 
des infiniment petits d’ordres supérieurs peuvent toujours être négligés 
relativement à des infiniment petits d’ordre moindre; et j’ai cru pou¬ 
voir conclure de cette observation qu’il n’existe rien entre les diverses 
nappes. M. Blanchet, sans attaquer mes formules, a déduit des siennes 
une conclusion contraire. Mais il reste ici une difficulté à résoudre; 
car on ne voit pas comment il arriverait que les conclusions auxquelles 
j’étais parvenu ne pussent se déduire de l’observation sur laquelle elles 
sont fondées. D’ailleurs la solution de la question agitée en ce moment 
repose sur des considérations tellement délicates que, avant de pronon¬ 
cer définitivement s’il existe quelque chose, ou s’il n’existe rien entre 
les nappes, il me paraît nécessaire de revoir tous les calculs, et de 
comparer entre elles les diverses formules. C’est ce que je me propose 
de faire. La Note de M. Blanchet sera un document nouveau qui pourra 
servir à éclaircir la question; et, si M. Blanchet a raison dans cette 
Note, je serai certainement le premier à lui rendre justice. 


152 . 

Analyse mathématique. — Note sur divers théorèmes relatif s à la rectification 
des courbes, et à la quadrature des surfaces. 

C. K., T. XIII, p. 1060 (6 décembre i 840 ® 

Dans un Mémoire lithographié en i 832 , j’ai donné les propositions 
suivantes : 

Théorème I. — p désignant l’angle polaire que forme une droite 00 ' 
OF.uvrei de C. — S. I, t. VI. 4 / 
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tracée à volonté dans un plan avec un ave fixe; S le système d'une ou de 
plusieurs longueurs mesurées sur une ou plusieurs lignes droites ou courbes, 
fermées ou non fermées; A la somme des projections absolues des divers 
éléments de S sur la droite 00', et ir le rapport de la circonférence au dia¬ 
mètre, on aura 

(.) S—.j A dp. 

* «^-77 

Théorème II. — p désignant l'angle formé par une droite quelconque 00' 
avec un axe fixe OP; q l'angle formé par le plan des deux droites OP, 00' 
avec un plan fixe qui renferme la première; S le système d’une ou de plu¬ 
sieurs surfaces planes ou courbes, et A la somme des projections absolues 
des divers éléments de S sur un plan II IK perpendiculaire et la droite 00'; 
on aura 

(a) S —z —-- I j As'mp dq dp. 

71 d 7t <-'o 

Ces théorèmes entraînent évidemment les suivants : 

Théorème III. — Le périmètre d’un polygone ou d’une courbe est tou¬ 
jours égal ou inférieur a la circonférence d’un cercle qui aurait pour rayon 
le quart de la plus grande somme que puissent fournir les projections des 
diverses parties de ce périmètre sur un axe quelconque. 

Théorème IV. — lé aire d’un polyèdre ou d’une surface courbe est tou¬ 
jours égale ou inférieure au double de la plus grande somme que puissent 
fournir les projections des diverses parties de cette aire sur un plan quel¬ 
conque. 

D’autres théorèmes qui se rapportent aux quadratures et aux cuba- 
tures, et qui seront développés dans les Exercices d’Analyse et de Phy¬ 
sique mathématique, se déduisent aisément des principes exposés dans 
mes Leçons orales à l’Ecole Polytechnique. Je me bornerai à énoncer 
le suivant ; 

Théorème V. — Supposons qu’une aire plane, renfermée dans le péri¬ 
mètre S d’un polygone convexe ou d’une courbe convexe, ait été partagée 
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en rectangles égaux et très petits par deux systèmes de droites parallèles à 
deux axes donnés. Soient h, k les dimensions de chaque rectangle, mesu¬ 
rées parallèlement au premier et au second axe. Soient encore H et K les 
projections du contour S sur le premier ou sur le second are. Si ion prend 
pour valeur approchée de l'aire A la somme des rectangles qui sont entiè¬ 
rement renfermés dans celte aire, sans être traversés par le contour S, l’er¬ 
reur commise sera inférieure au double de la somme 

h K -h k II. 

Considérons maintenant une aire plane A renfermée entre les péri¬ 
mètres de deux polygones construits de manière que les côtés du 
second polygone, parallèles à ceux du premier, en soient constamment 
séparés par la distance h. L’aire A, composée de trapèzes dont les hau¬ 
teurs seront égales à h, aura évidemment pour mesure le produit de 
la distance h par la demi-somme des périmètres des deux polygones 
donnés, ou, ce qui revient au même, par le périmètre d’un troisième 
polygone dont chaque côté divisera la distance h en parties égales. Or, 
il suffira de transformer ce troisième polygone en une courbe plane 
dont le rayon de courbure surpasse constamment la distance k~\h, 
pour obtenir la proposition suivante : 

Théorème YI. — Supposons que le centre d’un cercle, dont le diamètre 
est ik, se meuve, dans un plan donné, sur une courbe fermée, dont le 
rayon de courbure surpasse constamment le rayon k. Caire comprise entre 
les deux enveloppes intérieure et extérieure de l’espace parcouru par le 
cercle aura pour mesure le produit 

a kS, 

S désignant le périmètre de la courbe. 

Le théorème précédent fournit un moyen facile de trouver la limite 
de l’erreur commise, quand on substitue à l’aire d’une courbe plane 
l’aire d’un polygone inscrit ou circonscrit à cette courbe. 

Il peut aussi fournir des relations entre des intégrales définies. Pour 
donner un exemple de ces relations, supposons que la courbe sur 
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laquelle se meut le centre du cercle se confonde avec une ellipse dont 
les demi-axes soient 

a et h < a . 

Si l’on nomme x, y les coordonnées courantes de cette ellipse, on aura 


( 3 ) 


r-, 

b* ~ 


Si l’on nomme au contraire x , y les coordonnées courantes de la cir¬ 
conférence de cercle dont le rayon est k, et dont le centre se promène 
sur le périmètre de l’ellipse, on aura 

( 4 ) (x — X )*+(/ — y)* =-k\ 

Ajoutons : i° que l’excentricité e de l’ellipse sera liée aux demi-axes a 
et b par les formules 


A» Y 

«V 


ou 


rt (l — £Î ) > 


que le rayon k surpassera constamment le rayon de courbure p de 
l’ellipse, s’il est supérieur à la valeur minimum de p, c’est-à-dire au 
rapport 

/>2 

a(i — £' ). 


A* 

a 


Cela posé, cherchons d’abord, dans le plan des x, y, les enveloppes 
intérieure et extérieure de l’espace que traverse le cercle représenté 
par la formule (4)- Pour obtenir les équations de ces enveloppes, il 
suffira de joindre aux formules (3) et (4) celle que produit l’élimina¬ 
tion de d\ et de dy entre les mêmes formules différentiées par rapport 
à x et à y, savoir la formule 


( 5 ) 


U- 


a* 


x -y. 


puis d’éliminer x, y entre les'formules (3), (4) et (5). Si, pour abréger, 
on représente par 0 la valeur commune des deux membres de l’équa¬ 
tion (5), on aura 

_ a'x 
X 9 a !> 


b* x 

y ~ eTP’ 
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en sorte que les formules (3), (4) donneront 

/ cfix* b* y ' 1 

(6) J 

I J* e*y _ 

( (0 + « ! )» + {O + b*)* '~ A » 

et les enveloppes dont nous avons parlé seront les deux courbes repré¬ 
sentées par l’équation en x et y que produira l’élimination de 0 entre 
les formules ( 6 ). Si aux coordonnées rectangulaires x, y on substitue 
des coordonnées polaires r,p, liées aux premières par les équations 

x — rcosp, y — rsinp, 
on tirera des formules ( 6 ) 


(7) 


,= cos ' p+ sinv î'’ 


0 désignant une racine de l’équation du quatrième degré 

(8) (0*— cPk 1 ) (0 -y & 2 ) 2 cos 2 /? 4 - (O 2 — 6 S A S ) (0 + a 2 ) 4 sin*/> = o. 

Il est bon-d’observer qu’en vertu de cette dernière équation le second 
membre de la formule ( 7 ) pourrait être réduit il une fonction entière 
de 0 , et même a une fonction entière du troisième degré. 

Soient maintenant 


0 0 

les deux racines réelles de l’équation ( 8 ), relatives aux deux enve¬ 
loppes; soient encore 


les valeurs correspondantes de r 2 tirées de la formule ( 7 ), et À l’aire 
comprise entre les deux enveloppes. On aura, en supposant r l <r, 



D’autre part, le périmètre S de l’ellipse sera, comme l’on sait, déter¬ 
miné par la formule 

_ 

S = al v^ 1 — e 2 cos*9 de?. 

J—TZ 


( 10 ) 
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Donc, en vertu du théorème VI, on aura 

s* 7 T 

(n) / (/•* — /',*) dp = / ^/i - - s* cos*9 c/9. 

- 77 * 7 t 

Ainsi se trouve établie une relation entre deux intégrales définies, dont 
la première a cela de remarquable que la fonction sous le signe / 
dépend uniquement de deux racines réelles d’une équation du qua¬ 
trième degré. 

La formule (11) peut être aisément vérifiée dans des cas particu¬ 
liers; et d’abord, si l’on suppose l> — a, ou, ce qui revient au même, 
z = <>, les formules (8) et (7) donneront 

0 i — a 2 k\ 0 — ± ak, r 2 = ( n ±. k)-. 

On aura donc alors 

/•* — /•* = ( a -h k y — ( a — k )* = \ ak, 

et, par suite, 

/ ('•* — rj)dp~%akn, 

comme le donnerait la formule (11). 

Kn second lieu, si l’on suppose k très petit, la formule (8) donnera 


sensiblement 

cos*^ 

sin*/? 


a 1 

h „ - 

(«a) 

Ô*= Ar* —s- 

cos 2 /> 

sin 2 /> 



“ ~b~ 


et, en nommant 0 la valeur positive de 0 fournie par l’équation (12), 
on aura encore, à très peu près, 

, , 4** /cos *p sinOA^ 1 

— r, - -q- y~ -t- ~ } 


Cela posé, on tirera de la formule (11) 



1 

ï 

1 * />* _ ; _ 

j dp z- a I y/1 — e* cos* 9 c/9, 

i J ~ n 


- 7 T 
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ou, ce qui revient au meme. 




/ cos*/> 


V 


a* 


si a 2 /) Y* 

~W~ 


y 




a 

sin*/A* 

^ ) 


dp 




Or, pour obtenir directement cette dernière formule, il suffit de prendre 


a cos 9 = cos p 


cos 2 p 
a 1 


sin*/A * 


153 . 

Calcul intégral. — Note sur quelques théorèmes de Calcul intégral. 

C. R., T. XIH, p. 1087 (i 3 décembro 1841). 

Je donne dans cette Note un théorème de Calcul intégral qui com¬ 
prend comme cas particulier le théorème déjà connu à l’aide duquel 
on transforme en intégrale simple une intégrale multiple, produite par 
plusieurs intégrations relatives à une même variable. Je remarque, en 
outre, que ce dernier théorème peut être utilement appliqué à la déter¬ 
mination de la fonction principale qui vérifie une équation caractéris¬ 
tique homogène. Enfin je me sers des formules ainsi obtenues pour 
éclaircir une difficulté qui -a été soulevée dans la séance du i 5 no¬ 
vembre, et que je vais rappeler en peu de mots. 

Dans le préambule du Mémoire inséré au n° 8 du Tome XIII des 
Comptes rendus ('), j’ai considéré une fonction principale, propre à 
vérifier une équation caractéristique homogène de l’ordre n, entre trois 
coordonnées et le temps l\ puis, en supposant que la valeur initiale de 
la dérivée de cette fonction, diffèrentiée n — i fois par rapport à /, 
dépendait de la distance à un centre fixe, et s’évanouissait toujours en 

( 1 ) Œuvres de Cauchy , S. I, T. VI, p. 288. 
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dehors d’une sphçre décrite du même centre avec un rayon très petit, 
j’ai dit que celle dérivée se réduisait, pour les points situés dans V intérieur 
de charpie onde, à une quantité infiniment petite, et, pour les points situés 
au dehors, à une quantité infiniment petite, d'un ordre plus élevé. J’ai cru 
pouvoir en conclure que la même dérivée s'évanouit, dans l’hypothèse 
admise, pour tous les points qui ne sont pas infiniment rapprochés de la 
surface des ondes. D’un autre côté, M. Blanchet, après avoir rappelé le 
passage que jê viens de citer, a conclu de ses formules quï/y a des 
déplacements et des vitesses entre les différentes nappes de la surface des 
ondes; et il a observé qu’il se trouvait en cela d’accord avec les résul¬ 
tats que M. Poisson a déduits des intégrales relatives aux ondes sphé¬ 
riques. Or, quoique ces diverses conclusions puissent paraître contra¬ 
dictoires au premier abord, cependant un examen attentif m’a conduit 
à reconnaître que la contradiction est seulement apparente. Ainsi, par 
exemple, en appliquant mes formules à des équations homogènes qui 
comprennent comme cas particulier celle dont M. Poisson s’est occupé, 
j’ai vu que, du moins pour ces équations, la dérivée de l’ordre n — i de 
la fonction principale est effectivement nulle dans tous les points 
situés hors des diverses nappes, ou entre ces mêmes nappes, tandis 
que la fonction principale elle-même s’évanouit en dehors de la plus 
grande nappe, sans devenir nulle, ni entre les diverses nappes, ni en 
dedans de la plus petite. Ainsi, jusqu’à présent, rien n’infirme le 
théorème que j’avais énoncé. D’ailleurs les méthodes que j’ai données 
dans les précédents Mémoires, jointes à la remarque présentée au com¬ 
mencement de cette Note, fournissent les moyens de parvenir avec 
beaucoup de facilité à la valeur définitive de la fonction principale. 

Analyse. 

§ I. — Théorèmes de Calcul intégral. 

Théorème 1 er . — Soient 

n, c 

deux fonctions données d’une même variable s, 

S — 7 , S — t 
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deux valeurs particulières de s , et supposons que la fonction c s'évanouisse 
pour s — z, arec ses dérivées d’un ordre inférieur à n. Si l’on pose 


0 ) 

on aura 

(a) 


U=f f - f "ds", V = J)>, 
J t Jt «- f 

f tiv ds = (— i ) n ( U V ch. 

*- "Z *- T 


Démonstration . — Pour établir la formule (2), il suffira évidemment 
d’appliquer n fois de suite l’intégration par parties à la transformation 
de l’intégrale 


f' 


UC ils , 


en faisant porter les différentiations sur le facteur e et sur les dérivées 
de ce facteur. 

Corollaire I. — Si l’on suppose ~ — o, et si l’on indique à l’aide de 
la caractéristique 

13 ," 

n intégrations effectuées par rapport à la variable s, et à partir de 
s = o, la formule (2) pourra s’écrire comme il suit 


(■T) 


j uc ils = I 1 ), " u. I)'' r cls. 


Corollaire II. — Si, dans la formule (2), on pose 

u — (t — 

m désignant une quantité positive, on trouvera 


( 4 ) 


J (t — s)'"v ds —J 


f (t vV' rw ' 

, - —-- 1>; e ds. 

(m -4-1 )...(/« -h //) 


Dans cette dernière formule, comme dans l’équation (2), la fonction c 
est assujettie à la condition de s’évanouir avec ses dérivées d’un ordre 
égal ou inférieur à n, pour s = z. Or cette condition sera évidemment 

GEuvrct Je C. — S. I, t. VI. 4$ 
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remplie si l’on prend 



f(s)ds n , 


et alors la formule (4) donnera 


(5) 


f f ...f r(s)ds*+ l = f 

J-Z J x J T J T 


(t — 5)'«+" 


(m+i)...(/« + n) 


f(.v) ds. 


Si dans la formule ( 5 ) on pose m — o, et si en même temps on y 
remplace n par n — i, on obtiendra une équation qui pourra s’écrire 
comme il suit 


(<>) 


* X J X » T • T j * A • • • n 


Or l’équation (G), dans laquelle nous pouvons remplacer n par n — i, 
renferme un théorème déjà connu [ voir le Résume des Leçons sur le 
Calcul infinitésimal, p. i fo (*) |, et dont voici l’énoncé: 


Théorème II. — L’intégrale multiple qui résulte de n intégrations effec¬ 
tuées par rapport à une même variable t , et à partir de l’origine t = ~, sur 
une fonction donnée f[t), peut être transformée en intégrale simple par 
l’équation 


( 7 ) 


jfjf- 


S IL — Transformation de la fonction principale qui vérifie une équation 
linéaire aux différences partielles. 

Soit 

I ( •*'* y> • • • » O 

une fonction de plusieurs variables x, v, s, entière, du degré n, 

et dans laquelle le coefficient de T se réduise à l’unité. Supposons 
d’ailleurs, pour fixer les idées, que les variables 

f, y, -•> t, 


(*) OEuvres de Cauchy, S. Il, T. IV. 
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réduites à quatre, représentent trois coordonnées rectangulaires et le 
temps. Enfin soit crr une fonction principale, assujettie à vérifier, quel 
que soit t, l’équation caractéristique 

(l) F(I)*, l)y, D-, Dr) CI — O, 

et, pour / = o, les conditions 

(:î) to — o, l^BTr^o, 1>/ 2 nr - o, 1)J* uj — nr(.r, y, z ). 

Les méthodes exposées dans les précédents Mémoires fourniront tou¬ 
jours, et dans beaucoup de cas avec une grande facilité, la valeur géné¬ 
rale de 

DJ'-’nr, 


c’est-à-dire la dérivée de l’ordre n — i de la fonction principale. Or, 
pour revenir de cette dérivée à la fonction elle-même, il suffira évidem¬ 
ment d’effectuer n intégrations successives, par rapport à la seule 
variable t, et à partir de l - o. On y parviendra sans peine à l’aide de 
la formule (7) du § I er . En effet, si l’on désigne par 

f(<) 


la valeur de D" 1 c* considérée comme fonction de /, on aura, en vertu 
de cette formule, 

, 3 ) m=z f-li=pl 


Pour montrer une application de la formule ( 3 ), prenons 

(4) m(x, j't z ) = n</-) — ri(— /•), 


la valeur de r étant 

/• = \lxï - 4 - y 1 -+- •=*, 

et supposons en outre que la fonction F (x f y,z,l) se réduise à une 
fonction homogène de r et de t. Alors, en vertu d’une formule que 
j’ai donnée dans le Compte rendu de la séance du 19 juillet dernier 
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| p. 119 (')], on aura 

/K\ no t _ _ p c.)" - * (r -4- (>)t) Il(/* -+• rat) -+- (/' — <>)t) II(c <>)t) 

^ v, w, r,> )j (0 2 r 

u , e, <r ôtaut assujettis à vérifier la condition 

iCy- e 1 -*- a ,s — r. 


Si d’ailleurs F(.r, y, z, t) est une fonction paire de l, les diverses va¬ 
leurs de w propres à vérifier l’équation 

((>) F(m, c, iv, m) — o 


seront, deux à deux, égales aux signes près, mais affectées de signes 
contraires; et, par suite, la formule ( 5 ) pourra être réduite à 


(7) 


' ’ ^ (F(", e, tr, r,i))o> /• 


0)t) 


Cela posé, concevons qu’à l’origine du mouvement la valeur de 
0" 'gt, représentée par II(/*), soit toujours nulle hors des limites très 
rapprochées 

r-~-t, r — s. 

La valeur générale de I)'' 1 rt s’évanouira évidemment, au bout du 
temps /, pour tous les points qui ne se trouveront pas renfermés dans 
l’épaisseur d’une onde comprise entre deux surfaces sphériques dont 
les équations seront de la forme 

/• — r,)t — £ y r — o) L -H s ; 


elle s’évanouira donc, pour tous les points situés, par exemple, entre 
deux ondes de cette espèce, ou en dedans de l’onde la plus petite. Mais 
on ne pourra, en général, en dire autant de la valeur de gt, qui, en 
vertu des formules (\) et (7), sera 


( 8 ) 


TB 


G) 


(F(f/, C, H', w))a, 


r' {t . 

J 0 «.2... 


.v)" 


-2 


( /■ — o».v) H ( /* • 


(« — 2 ) 


^ ds, 


(*) Œuvres de Cauchy, Série I, Tome IV, p. a53; Extrait n° 131. 
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ou, ce qui revient au même, 


(a) 


T*T 




(F(«> w))„ 



( /• — a — m /) 11 ' 8 
' •'«. • — O 


.S-il(.5) ds. 


Si de cette dernière formule on veut, en particulier, déduire la valeur 
de cr correspondante : i° à un point situé en dehors de toutes les 
ondes; a" à un point situé en dedans de la plus petite, on trouvera, 
dans le premier cas, 

(lO) CT — O, 


et, dans le second cas, 

(u) CT — (— I )«~* f ———- SlLL — Ç - s - -'- L .T II (■«) 

e, «•,«))« J_ 1 . •>....(/! — 9 .) 


Si l’équation caractéristique donnée se rapporte au mouvement d’un 
système isotrope, la fonction 

E(.r, y, z , l) 

pourra être réduite à la forme 

F {JT, y, z, t) -- [f* —+ j 2 4- = 2 )] [/ 2 Si ' 2 ■+■ v* -h s*)J, 

Ci, ü' désignant les vitesses de propagation des vibrations transversales 
et longitudinales. Alors l’équation (7) donnera 

(r-1201I(/* -S20 + (r + S2/)II(/- -t-Q/) 

' ‘ •>. r 

(/• ~i2'nii(r. iït) + (/' + s?on(/' -t- a’t) 

-t- v —— -- -- , 

a /• 

les valeurs de p., v étant 

_ Si' 2 

( 13 ) P — U* _ <2'î ’ v ~ û'TZToâ ' 



Cela posé, supposons que la valeur initiale ll(r) de D?ci s’évanouisse 
pour une valeur numérique de /-supérieure à t. Alors, en supposant 


' >e, 
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on verra la formule (12) se réduire à 

, , x (r-Ûi)n(r-ÛO (/--12'0n(/--£2'0 

( I -| ) l)/w ~ /JL --- —--+ V —----— * 


et la formule (9) donnera 




| 57 - f (r — s - Üt) l s II(A)f/.v 

I + n?»7 f (r — s — SVl)*sli(s)f/s. 

1 ' £ ' «A- -Ut 


Alors aussi la propagation du mouvement donnera naissance à deux 
ondes comprises, au bout du temps/, la première entre les surfaces 
sphériques représentées par les équations 


/ — ill — s, r-zQl- 4 -£, 


la seconde entre les surfaces sphériques représentées par les équations 

/• = £ 2 '/- e , r — : il' /-{-£. 


Or si, pour fixer les idées, on suppose 

<-ï > il, 


on tirera de la formule (i 5 ) : i° pour un point situé en dehors des deux 
ondes 

( 1 0 ) nî — o ; 

2° pour un point compris entre les deux ondes 

(. 7 ) ® = - —ïj.ir-Qït) J' t s*lHs)ds; 

A" pour un point situé en dedans des deux ondes 

I / r — Qe r-ü’t\ r e , TI/ , 

" a/- y 1 q» + v J J_ t s m s ) ds > 
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ou, ce qui revient au même, eu égard aux formules (i 3 ), 
( '8) ® = ; Tism^âr, /, s ’ "(■’> *• 


Si l’on supposait en particulier II($) réduit à une constante h, on au¬ 
rait, dans les formules (17), (18), 



l/n\ 


Il suit d’ailleurs de ces formules que, dans le mouvement d’un système 
isotrope de molécules, et dans le cas où l’équation caractéristique 1 
devient homogène, la fonction principale m, toujours nulle on dehors 
des deux ondes, cesse de s’évanouir entre ces ondes et en dedans de 
la plus petite. Ces conclusions s’étendent au cas même où les valeurs 
initiales de gt seraient représentées, non plus par II (/*), mais par 
gï(.t, y, z). Dans ce dernier cas, la valeur générale de gt se déduira 
aisément des formules que nous venons d’établir, jointes à l’une de 
celles que renferme le Compte rendu de la séance du 5 juillet dernier 
|?WHa formule (i/j), p. <)(')]. C’est ce que nous expliquerons plus en 
détail dans les Exercices ci Analyse et de Physique mathématique. 

Dans un nouvel Article, nous généraliserons les résultats auxquels 
nous venons de parvenir, et nous donnerons d’autres applications de 
la formule ( 3 ). 


154 . 

Calcul intégral. — Note sur la réduction de la fonction principale 
qui vérifie une équation caractéristique homogène. 

C. H., t. XIII, p. 1127 (20 décembro 1 84 1 )• 

Prenons pour variables indépendantes trois coordonnées rectangu¬ 
laires a?, y, z et le temps t. Soit d’ailleurs F(æ\ y, z, t) une fonction de 


( ! ) Œuvres de Cauchy> S. I, T. VI, p. 210. Extrait n° J 21 ). 
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ces variables, entière, homogène, du degré n, et dans laquelle le coef¬ 
ficient de t" se réduise à l’unité. Enfin supposons que, Y{x,y, z,t) 
étant une fonction paire de /, l’on nomme cr une fonction principale 
assujettie : i" à vérifier, quel que soit /, l’équation caractéristique 
homogène 

< a • F(I) X , I) r , D s , I),)o = o; 

a H à vérifier, pour / = o, les conditions 

('•O tïs — o, D^ — o, . .., J)J* *nj=:o, 1)? _1 ta = II(/-), 

la valeur de r étant donnée par la formule 

y*+z*)K 

et la fonction !!(/•) étant telle que l’on ait 

»(- /•)-- «(/•). 


D’après ce qui a été dit dans le Compte rendu de la séance du août 
dernier [page /io8, formule (8)](*), on aura 


( 3 ) 




D*-'* r' w r 

"WJ. Jo 


n —2 


oy- * s II ( s ) 

^ (F( u , r, \v f to)) t 


sin/> d(] dp y 


les valeurs de //, e, w, w, s étant déterminées par les formules 

( 4 ) u = cos/j, v = sin/J cos//, »v = sin/j sim/, 

(•“>) E(m, <»’,&)) — o, 

(6) s = ux -t- vy -h — o» l. 

Si d’ailleurs la fonction 

n(r) 

s’évanouit hors des limites 


r — £, 

£ désignant un nombre très petit, il importera surtout de calculer la 
partie de cr correspondante à une nappe de la surface des ondes, dans 

( 1 ) Œuvres de Cauchy , S. I, T. VI, p. 299. Extrait n° 142 . 
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le cas où le point (.r, y, z) sera très rapproché de cette nappe. Or une 
nappe déterminée de la surface des ondes correspond à une racine dé¬ 
terminée de réquation ( 5 ); De plus, l’équation (G), lorsqu’on y consi¬ 
dère lo comme une fonction déterminée de u, e, n\ établit une relation 
entre les angles polaires p, q\ et par suite représente un cône qui coupe 
suivant une certaine courbe la sphère décrite de l’origine comme 
centre, avec un rayon égal à l’unité de longueur. Nommons K l’aire 
mesurée sur la surface sphérique dans l’intérieur de cette courbe, en 
supposant que le point (a?, y, z) soit très rapproché de la surface des 
ondes, ou plutôt d’une nappe de cette surface, et qu’un plan tangent 
mené à la surface dans le voisinage du point (.r, y, z) ne la traverse 
pas. Il est aisé de s’assurer que, pour des valeurs finies de r, la partie 
de cr correspondante à la nappe que l’on considère se réduira sensible¬ 
ment à la partie qui répond à eette nappe dans l’expression 


( 7 ) 


\\*2 n /*P .u—2 

( p_ f ”_ v 

a tc J_. ^ { E(", ir, o))) (ü 


II(.v) DjK ds } 


les valeurs de u, e, w étant déterminées en fonction des coordonnées 
r, y, z, ou, ce qui revient au même, en fonction des rapports 



par la formule ( 5 ) jointe aux suivantes 



( ux 4- vy 4- tvc = c*>/ > o, 

) _5_ — J— — _i_ - L , 

l L)„CO l)„W 


et p désignant la plus grande valeur que s puisse acquérir. 

Exemple. — Supposons que la surface caractéristique, c’est-à-dire 
la surface généralement représentée par la formule 

y> ■"> O •—- o, 


se réduise à la sphère dont l’équation est 

z*), 


4 y 


OEuvrea de C. — S. I, t. VL 
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12 désignant une quantité positive. Alors la valeur de eu, qui doit rester 
positive, en vertu de la première des formules (8), sera simplement 

r») — il; 

et si, dans l'équation (G) réduite à 

n.r + vy 4- M'c — s 4 - i II, 

on considère //, r, »r comme représentant des coordonnées variables et 
rectangulaires, cette équation sera celle d’un plan dont la distance à 
l’origine se trouvera exprimée par le rapport 

/■ 


l/aire K du segment intercepté parce pian sur la surface de la sphère 
dont l’équation est 

U 2 -h C 2 -)- O ’ 2 I 


aura évidemment la valeur que détermine la formule 


K 


■J. K 


“V~> 


On aura donc, dans le cas présent. 



De plus, r étant la valeur maximum de use 4 - vy 4- ncs, la plus grande 
valeur que puisse acquérir la quantité 

s — U'X 4 - ry 4 - O v — iii 

sera r — 12 /. On aura donc 

p = r — i 2 /, 

et la partie de l’expression (7) correspondante à w = 12 sera 

;■ Lit 

s 11 ( 5 ) ds. 

£ 

Or, dans l’exemple que l’on considère, l’expression précédente repré- 




EXTRAIT N° 155. 


387 


sentera précisément la valeur générale de car, en sorte qu’on aura, pour 
des valeurs finies de r, 

i r’-"' 

7TT — -- / S II (a 1 ) ds , 

(r-a/)II(,-- ,Qi) 

1^55 --- ■ 

*3 /’ 

Ces conclusions s’accordent avec celles que nous avons obtenues dans 
la précédente Note. 

Dans un autre Article, nous montrerons comment on peut générale¬ 
ment calculer l’aire ci-dessus représentée par la lettre K. 


155 . 

Calcul intégral. — Addition à la Note insérée dans le Compte rendu 

de la précédente séance. 

C. U., i. XIII, |>. ii3o('j>.o décembre 18^1 ». 

Lorsque, pour un système isotrope de molécules, lès équations du 
mouvement deviennent homogènes, les déplacements 


d’une molécule, mesurés parallèlement aux axes, se déduisent de la 
fonction principale ta à l’aide des formules que j’ai données dans la 7 e 
et la 8 e livraison des Exercices d’Analyse et de Physique mathématique. 
Or, de ces formules combinées avec les équations(iG), (17), (18) de la 
page 1094 (*), il résulte que, dans le mouvement dont il s’agit, les dé¬ 
placements, et par suite les vitesses des molécules s’évanouissent, en 
dedans et en dehors des deux ondes propagées, et même entre ces 
deux ondes. Quant à la fonction principale, dont’la dérivée du troisième 


( l ) OEuvres de Cauchy , S. I, T. VI, p- 38a, 383. Extrait n° 153 
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ordre est constamment nulle, pour les points non situés dans l’épais¬ 
seur de l’une des ondes, si elle cesse de s’évanouir au bout du temps /, 
pour un point situé entre les deux ondes, ou en dedans de la plus 
petite, cela tient évidemment à ce qu’un tel point a dû certainement, 
avant la fin du temps I, se trouver renfermé dans l’épaisseur de l’onde 
la plus grande, ou même successivement dans l’épaisseur de l’onde la 
plus grande, et dans l’épaisseur de la plus petite. Observons encore 1 
que, dans la formule (i 5 ) de la page tor) 3 ('), on peut remplacer la 
seconde; limite r de chacune des intégrales ejue renferme le second 
membre par la limite e. 

Observons enfin que*, si l’on combine la formule ( 5 ) de la page; [091 (•, 
avec la formule (i/j) de la page ()(*), on retrouvera l’équation (i 5 ) de 
la page ia 3 ( *), les valeurs X, ;jt, v étant données par les formules (i 2 
ele la page 1 i2a( s ), dans lesquelles on devra poser 

p (j )L 

Si le> premier membre F(.r, y, z, t) de l’équation caractéristique était 
fonction, non plus ele / et élu rayon vecteur r, mais de t et de x, le carré 
de; x étant une fonction homogène du second degré en .r, y, z, la valeur 
générale de D"~ a © se trouverait encore exprimée par une intégrale 
double, en vertu d’une formule qu’il est facile d’obtenir. Cette der¬ 
nière formule, analogue à l’équation (i 5 ) de la page 123 , comprendrait 
comme cas particulier la formule (20) de la page 206 du Tome 1 er des 
Exercices ( 0 ). 

Nous remarquerons en finissant que, dans la formule (i/j) de la 
page 119( 7 ), on doit remplacer évidemment le produit w/ par le rap¬ 
port la valeur de Q étant celle que donne l’équation ( 3 ) de la 


P) Œuvres de Cauchy , 

S. I, T. 

VI, p. 38 a. 

Extrait 

n° 153. 

( s ) 

id. 

Id. 

p. 38o. 

» 

n° 153. 

( 3 ) 

Id. 

Id. 

p. 210 . 

» 

n° 129. 

(‘> 

Id. 

Id. 

p. 258 . 

» 

n # 134. 

( 5 ) 

Id. 

Id. 

p. 257. 

» 

n° 134. 

n 

Id. 

S. II, T 

. XI. Nouveaux Exercices. 

c 7 ) 

Id. 

S. I, T. 

VI, p. 254. 

Extrait 

n° 134. 
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page 98 ('). C’est ce que l’on reconnaîtra sans peine en elfectuant le 
calcul indiqué à la page 118 ( 2 ). 


156 . 


(Ivi.cn. intégral. — Xote sur diverses transformations de la fonction 
principale qui vérifie, une équation caractéristique homogène. 


C. R., t. XIV, p. •>. (3 janvier 18î ü >. 


Les mêmes choses étant posées que dans le Compte rendu de la séance 
du 20 décembre dernier, considérons de nouveau la fonction princi¬ 
pale en déterminée par la formule 


(' ) 




,)2-« /•** ç* ^ w «-s.y|I(.î) 

4 t: J 0 J 0 '(*’(«, e, te, «)),„ 


sin p (tq dp. 


les valeurs de u, e, w, s étant 


(i) u —cosp, e = sin p cosq, tesin/; sin 7 , 

( 3 ) s — u .v ~f- c y ■+■ te 3 - ~ w t. 

L’équation (1) pourra s’écrire comme il suit 


(i) 


W ~ — 


r™ r~ r (s — ç y-'s iu*) 

4 ic J 0 J 0 c ( F ( ni, et, »ei, .V — 5 ) j. 


t si \\p d(/ dp. 


la valeur de ; étant 


( r >) 


s — u r ■+■ c y ir;, 


et l’on pourra d’ailleurs considérer u, y, w comme représentant les 
coordonnées rectangulaires d’un point situé à l’unité de distance de 


( 1 ) O/ÙH’rcs de Cauchy, S. t, T. VI, p. ?. 33 . Extrait n° 13 . 3 . 
(*) ht. Id. p. 2)3. » ii° 1.3t. 
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l’origine des coordonnées. Concevons maintenant que, cette origine 
restant la même, on transforme les coordonnées rectangulaires 


ii, «’ 

en d’autres coordonnées rectangulaires 

u, v, w. 

Les équations de transformation seront de la forme 

/ u - a u 4- 6 t'v + a"\v, 

( 6 ) | *’ :r: (3 (1 -+• [ 3 ' V + ( 3 "w, 

( (V - y u -!• y' V -!-/ VV, 

1 <ïs coefficients 

a, ( 3 , y, a', ( 3 ', y', a", { 3 ", y" 
étant propres à vérifier les formules 


j a 1 i~ ( 3 * | - y 2 -- i 

/ ~ \ ; * 

J I aV'+( 3 '| 3 "-| 

et aussi les suivantes : 

( a 2 H-a ' 2 4- a " 2 — - i, 

( 8 ) 

! (3y4-[3'-/4- P"/’::-.- O, 

De plus, en posant, pour 

( 9 ) * ,r “1” fi J' ■+■ y v — cV, 


, a' 2 4-(3' 2 4- y' 2 = i, 

a"a H- (3" (3 4- y" y — o, 

(3 2 4-(3' 2 4-P" 2 = i, 
y a -h y' a' 4- y" a" — o, 

abréger, 

a'.r 4- (3',y 4- y'^ — -T. 


a" 2 +( 5 " 2 4 -y" 2 - i, 
ajt'+ [ 3 [ 3 ' 4 - yy'-= o; 

y 2 -h y ' 2 4- y " 2 r, 
aj 3 4- a' j 3 ' 4- a" { 3 " — o. 

a".r 4- ( 3 ")• 4 y"; — ï-, 


on tirera de la formule ( 5 ) 

( io) Ç U 4- -TV 4- t- W. 


lînfin, en posant 

(u) u — cosp, v — sinpcosq, w — smp sinq, 

on pourra, dans la formule (i) ou (/§), remplacer le produit 


sin pdqdp par sinprfqrfp, 
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et l’on aura, par suite, 


( I *2 > CT 


'» n • L Jo ° ( •' («g **» n/ » •* — «))* 


< SÎil p r/(| r/p. 


les valeurs de u, e, n\ ç étant déterminées en fonction des angles 
polaires p, q par les équations (G) et (io) jointes aux formules (ii). 
Si, pour plus de simplicité, on prend 

3 < .... 

K -S E(«/, \'t , u 7 , s i ) ’ 

la formule (ia) deviendra 

, , k i >, 2 ,l r iW r* r vii(.v) . 

(» 4 > U\[ J 0 i f-sj,. /s,n,)</,! L’¬ 

Ajoutons que, si l’on nomme 

**/ 

ce que deviennent 

", c, »r, ^ 


quand on y remplace v par — v et w par — w, ou pourra, dans la 
formule (i 4 )* supposer-S déterminée, ou par l’équation (i l), ou par la 
suivante : 

(•« — ?)" 5 _ h (* — «,)"* I 
F(«/, i 7 , (»•/, -v — ^) F(«,/, c /, ir ( t, s - * ( )J 


(. 5 ) 


Revenons maintenant à la formule (12). On peut l’écrire comme il 
suit 

(,6) „ • VT f /'V,- î '“ lS ' ^in, 


le signe 2 s’étendant à toutes les racines de l’équation 

( 17 ) F (ut, \'t, 07, S — Ç) r:;o 

résolue par rapport à 4. Cela posé, concevons que l’on désigne par 

a, o, y, 9, p 
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les valeurs de 

«, <»’, r,), S 

fournies par le système des formules 

(T 8) F(«, r, »',o)) =o, 

. «r— t\) u o) y — t\) v <i> 3 — tï) w <ù 

„ -■ = '■-r-= --,T,' 

( 80 ) 


jointes à la condition nx -t- vy -+- wz > o. a, 6, y, 0, p seront des 
fonctions déterminées de .r, y, z, /. De plus, après avoir remplacé la 
variable p par la variable s, on pourra dans le second membre de la 
formule (i(>) développer, sous le signe /, le coefficient de .vll(j) en 
une série de termes qui aient pour facteurs les puissances ascendantes 
de s — p, et alors on obtiendra pour développement de w une série qui 
ne renfermera plus que des intégrales relatives à s, attendu que les 
intégrations relatives à la variable q pourront s’effectuer à l’aide de 
formules tirées du calcul des résidus. C’est ce que j’expliquerai plus 
en détail dans un nouvel article. 



D*, D r , D-, D, 
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ou par 


ii, v, iv, — o), 


on tirera de la formule ( 22 ) 


(a3) 


D?"*d© = - 


r r in r n 

^X X 


J» fji n t ( lm (s) 

<-^ (F(«, c, IV , r ,))) t0 


t>C s in/^ d<] dp; 


puis, en supposant que Dm ne renferme point de dérivées de cr rela¬ 
tives à 1 , et d’un ordre supérieur à n — i, on conclura de l’équa¬ 
tion (a3) 


(-4) 


□ nr 


[>? 

4?r 


/l /* ÎTC 
% «-• 0 ^ 0 


0>« 2 f("*)(, v ) 




tr, rj) 


))r 


;x si 11 /> dfj dp. 


On pourra d’ailleurs faire subir au second membre de l’équation (23) 
ou (24 ) des transformations analogues à celles que nous avons ci-dessus 
effectuées sur le second membre de l’équation ( 1 ). Les formules (23), 
( 2 . 4 ), et celles qui s’en déduisent, fournissent le moyen d’obtenir avec 
une grande facilité les valeurs des inconnues qui vérifient un système 
d’équations linéaires aux différences partielles, lorsque l’équation 
caractéristique correspondante à ce système est une équation homo¬ 
gène dans laquelle les dérivées relatives à t sont d’ordre pair. 

Si l’on prend en particulier n -- 1) ( , la formule ( 2 . 3 ) donnera 


(,») d ?--= i- r anpdvdp . 

4 ttJ 0 J 0 <~'{h(u,v,iv,M))„, 


Appliquons cette dernière formule à un exemple très simple et suppo¬ 
sons 

F(*,/, -, O = *•- fî*+ Ç + 

a, b, c, Q désignant des quantités positives. L’équation (a5) pourra 
être réduite à 

(26) D,bt=£— J J f'(.v) sinpdq dp, 

les valeurs de s et de co étant déterminées par l’équation (3) jointe à la 

5o 


ORuvres de C . — S. I. t. VI. 
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t' 2 

'b 


-t- 



D’ailleurs les formules (18), (19), (20), jointes à la condition w > o, 
donneront 


(38) 


.r 


a 


o = a 


a 2 

a 


P 

b 



) 


un _ y i 2 2 j _ 5 un _ 

Vfl “ ,3 A9 “y C0 ~~ P Jt 


3t 2 -t- (3 a H— y 2 -1 ; 


et, en supposant u , e, m déterminés en fonction des angles polaires p, q 
par le système des formules (G) et (t 1), on tirera de l’équation (2G) 

( 29 ) D f C(s) sinp dq dp. 


Si, dans cette dernière équation, on remplace la variable p par la 
variable s et si l’on développe ensuite le coefficient de f'(jr) en une 
série ordonnée suivant les puissances ascendantes de s — p, alors, 
(•n supposant la valeur de 11 (ï) toujours nulle hors des limites très 
resserrées 

— s, S, 

on trouvera, au bout d’un temps fini t, et pour un point situé dans 
l’épaisseur de l’onde propagée, 

D(iü ~ Aj j i ' ( s ) ds -f- Aj Ç ( s — p ) f , ( s ) ds 

-t-A(s-p) ! f(i)é + ..., 

ou, ce qui revient au même, 

(3i) DfW = Ai f(p) -- A. j t(s)ds— aA 3 f\s — p){(s)ds — 
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et le signe £ relatif à la seule valeur zéro de la variable p. Sous celle 

condition et en vertu des formules que fournit le calcul des résidus, 
A„ se réduira toujours à une fonction déterminée de x, y, z, t. On 
trouvera, par exemple. 



il*t* | 4 
fibcO* \ 


157 . 

Calcul intégral. — Addition aux Notes insérées dans les Comptes rendus 

des séances précédentes. 

(1. H., t. XIV, p. 8 (.'{janvier 1842). 

Dans la Note que renferme le Compte rendu de la séance du i l dé¬ 
cembre dernier, j’ai indiqué les moyens d’obtenir, sous une forme très 
simple, la fonction principale qui vérifie une équation caractéristique 
homogène; et, après avoir considéré en particulier le cas où l’équation 
donnée est celle qui représente les mouvements infiniment petits d’un 
système isotrope, j’ai ajouté, dans la séance du 20 décembre, que, 
pour déduire de la fonction principale les déplacements d’une molé¬ 
cule mesurés parallèlement aux axes, il suffisait de recourir aux for¬ 
mules établies dans les 7 e et 8 e livraisons des Exercices d’Analyse et de 
Physique mathématique. Quoique cette déduction ne présente aucune 
difficulté, elle n’est pas sans intérêt, puisqu’elle permet de suivre avec 
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plus de précision les phénomènes représentés par l’analyse. C’est ce 
qui me porte à exposer ici les détails des calculs que j’avais seulement 
indiqués. 

Considérons un système isotrope de molécules et supposons que les 
déplacements d’une molécule, étant mesurés parallèlement à trois axes 
rectangulaires, soient représentés, au bout du temps /, par vj, '( pour 
la molécule dont les coordonnées primitives étaient a-, y , z. Les équa¬ 
tions des mouvements infiniment petits du système (voir les Exercices 
d'Analyse cl de Physique mathématique, t. I er , p. 208) seront de la forme 

(1) (D?-E)S = FD,y, (D? — E)ïi = FD r v, (D*-E)Ç = FD 3 y, 

K, F étant deux fonctions de 

Di + D* + D*, 

entières, mais généralement composées d’un nombre infini de termes, 
et la valeur de u étant 

(■’- ) y ~ IfeÇ -t- DyYi D;^. 

Posons, pour abréger, 

V'= |>* E, V— D J - E - ( D* + D* + D| ) F, V =: V' V". 

Soit d’ailleurs trr la fonction principale assujettie : 
i° A vérifier, quel que soit /, l’équation caractéristique 

(3) Vot = o; 

2 0 A vérifier pour t — o les conditions 

n = o, D/®r-o, D/bi = o, |)*bj = w(.r, j, 5). 

Kntin désignons par 

(■'») ?(•■*% }’> «)» '/,(*>?>*)> 'Ha/,:), ;), \(. r , y , z ), 5) 

les valeurs initiales de 

4 , 0, Ç, Dit, D<y), D,ï, 

et par 

?» Z> A* W 
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co que devient la fonction principale ccr quand on y remplace successi¬ 
vement la fonction arbitraire 

&(.r,y,z) 

par chacune des fonctions ( / j). Les videurs générales de £, yj, C seronl 

/ ; : : V"(<1> -4- l )<9 ) -!- FI) X H, 

(5) n ~~ V"(X +- Iby.) + Fl), h, 

( ç = r(T+l)^)+ FI>-h, 

la valeur de a étant 

(«) « - n,(<i> -+-il?) + D y (X -+-1),/) -h i) ; ('f4- 

Dans le cas particulier où les équations des mouvements infiniment 
petits deviennent homogènes, on a 

E = iT -( I) 2 H-1)* H- 1)1), F - fi' 2 . 

fi, 12'désignant les vitesses de propagation des vibrations transversales 
et longitudinales; puis on en conclut 

V'- II? fi ! (I ) 2 -i- I); -+- l)J), V*= DJ - f2' 2 (I)j. 4 D* -f DJ); 

et par suite 

V ~ [DJ - - fi 2 (l > 2 -+- I)} -4- DJ)] [DJ - fi' 2 (l > 2 -t- D* -t~ DJ)]. 

Donc alors la fonction caractéristique se réduit au produit 

[ C - fi 2 ( .r 2 -+- j 2 -4- ; 2 )] [ fi — fi ' 2 ( j : 2 - 4 - y 1 - 4 - c 2 )], 

comme on le savait déjà. | Voir le Compte rendu de la séance du t 3 dé- 
cembre, p. 1093 (*).] Ajoutons que, dans ce cas particulier et en 
posant, pour abréger, 

_ a . a' 2 

(j P ~ fi 2 -fi' 2 ’ v ~ fi' 2 ~fi 2 ’ 

( 8 ) BT,=r V"bT, — V'îïT, 

on aura, en vertu de la formule (6) de la page 210 des Exercices d’Ana- 


C ) Œuvres de Cauchy, S. I, T. VI, p. 38 1. Extrait n° 153 . 
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lyse et de Physique mathématique, t. I er , 

(<») D * et ~ |hbi , -f- vnr j. 

Observons enfin que, dans ce même cas, les formules ( 5 ) donneront 


I Ç ----- [D? - 12'*(D* ■+■ D* 4- D*)J (<!» 4 - »,<?) -+- («'*— 12*) I)*», 

(-«O -o - \ D? - 12'*(D* 4- D* 4- D |)](\4- D,/) 4 - (12'* - 12* ) D y », 

( Ç -, | D* - 12'*(D* -h D* 4 - 1»?)] (»I r H- D,f) 4 - (12'*- 12*) IL h, 


la valeur de « étant déterminée par l’équation (G). 

Supposons maintenant, pour plus de simplicité, que cr(.r, y, s) se 
réduise à une fonction de rayon vecteur 


posons en conséquence 
(d, de plus, 

Alors on aura 


r ■(.*•* 4 - V* 4 - =*)*; 

HT (.£, Z) - n ( /• ) 

II( - /•) --H(r). 


O 0 



(/• - 120 H</• 12/) -!-(/• + 12/) Il (r 4 -12/) 

» 

*>. r 

( /• - 127 ) Il ( /• — 12'/ ) 4 - ( /• 4-127 ) Il ( /• 4- 12'/ ) 
•:>. r 


el, en vertu de la formule (9), \ 

0’O D,*nr p.l>/rrr, 4 - vR,gt 2 . 

Celte dernière équation coïncide avec l’équation (12) de la pa^e 109I 
du Ionie XIII des Comptes rendus ( 1 ). Si d’ailleurs ll(r) s’évanouit 
pour une valeur numérique de r supérieure à e, alors, en supposant 

(nt) /•>?, 

on tirera de la formule (12) 

> D,>. y .“-“Ü BL '~ + , 4 -*‘>■j. 1 - “') 

r a r AT 


( 1 ) Œuvres de Cauchy, S. I, T. VI, p. 38 1 . 
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et, par suite, 

(i5) f (r—’S Ht) 1 s H(s) (fs -4- , ( (r~-s — Q'tysll(s)'/s y 

ou, ce qui revient au même, r étant supposé > e, 

('<>) ™^ToTZ f (r--s-üiysll{s)ds-\ -, ^ f* {r--s~il't)'s\\{s)ds. 

Alors aussi la propagation du mouvement donnera naissance à deux 
ondes comprises, au bout du temps /, la premier»» entre les limites 

(17) r • 12 t — s , r 12( 1- s, 

la seconde entre les limites 

(18) r = Ü't — e, r 12'/ 1 t. 

Enfin, si, pour fixer les idées, on suppose 


< y - :> < > 


c’est-à-dire, si la vitesse de propagation dos vibrations longitudinales 
surpasse la vitesse de propagation des vibrations transversales, comme 
il arrive dans la théorie de la lumière (voir la <) ,: livraison des Exercices 
(l’Analyse et de Physique mathématique, p. 3 12), les deux ondes seront 
séparées l’une de l’autre dès que l’on aura 

(^°) t > < r :: 12 ; 

et alors on tirera de la formule ( 1 G) : i° pour un point situé en dehors 
des deux ondes propagées, 

(11) m -t. o ; 

a" pour un point situé dans l’épaisseur de l’onde la plus rapide, 


£r r f 

'■ ' J r- Û ( 


Q f t)*s 11 ( 5 ) ds; 
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3 ° pour un point situé entre les deux ondes. 




4 " pour un point situé dans l’épaisseur de l’onde la plus lente, 


(«■1) m 




C l v r -il'l C z 

r;. / (u o ** n(v) ris — — - r —-— / s*n(*)dsi 


r )" pour un point situé en dedans de l’onde la plus lente, 


«£ 2 £ 2'(£2 + £ 2 ') 


- Ç s 1 II(.v) ds. 


(’.omme je l’ai déjà dit (voir la séance du i 3 décembre dernier), il suit 
des formules (ai), ( 23 ), (20) que, dans le mouvement d’un système 
isotrope de molécules, et dans le cas où l’équation caractéristique, 
devient homogène, la fonction principale rrr, toujours nulle en dehors 
des deux ondes proposées, cesse de s’évanouir entre ces ondes et en 
dedans de la plus petite. Mais, en vertu des mêmes formules, la valeur 
de DjîcT, et même celle de l)) J m s’évanouiront pour tout point placé 
dans l’une des trois positions que nous venons d’indiquer. De plus, eu 
égard aux formules (10), dans lesquelles on a 



les déplacements et, par suite, les vitesses des molécules s’évanoui¬ 
ront pour tous les points situés en dehors ou en dedans des deux ondes 
propagées. M. Manchet a remarqué avec justesse qu’on ne pouvait, en 
général, en dire autant des points situés entre les deux ondes. Toute¬ 
fois il est lion d’observer que, même en ces derniers points, les dépla¬ 
cements et les vitesses se réduisent à zéro quand on suppose nulle la 
dilatation du volume représentée par la lettre u, c’est-à-dire, en d’au¬ 
tres termes, quand les vibrations longitudinales disparaissent; et 
comme, dans la théorie de la lumière propagée à travers un milieu iso- 
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trope, on fait abstraction des vibrations longitudinales, en se bornant 
à tenir compte de celles qui ont lieu sans changement de densité, on 
pourra conclure des formules précédentes, appliquées à cette théorie, 
que les vibrations lumineuses subsistent seulement dans l’épaisseur 
de l’onde la plus lente. 

Les diverses conclusions auxquelles nous venons de parvenir s’éten¬ 
dent au cas même où la valeur initiale de « serait représentée, non 
plus par II(/*), mais par cr(.r, y, s). C’est ce que l’on reconnaît sans 
peine en joignant aux formules précédentes celles que renferme le 
Compte rendu de la séance du 5 juillet i8.'|i ('). 


158 . 

Physique mathématique. — Rapport sur deux Mémoires de M. Blanchct, 
relatifs à la propagation du mouvement dans les milieux élastiques 
cristallisés , et en particulier à la délimitation des ondes. 

C. H., t. XIV, p. 38<j (i | mars iH.fjt). 

L’Académie nous a chargés, MM. Slurm, Liouvillc, Duhamel et moi, 
de lui rendre compte de deux Mémoires de M. Blanchct, relatifs à la 
propagation du mouvement dans les milieux élastiques cristallisés, et 
en particulier à la délimitation des ondes dans les mouvements vibra¬ 
toires. Les équations aux dérivées partielles, que l’auteur a considérées 
dans ces deux Mémoires, sont semblables pour la forme à celles que 
fournissent les principes établis par l’un de nous dans le Tome III des 
Exercices de Mathématiques, p. 188 ( 2 ), c’est-à-dire à celles qui repré¬ 
sentent les mouvements infiniment petits d’un système de molécules 
agissant les unes sur les autres à de très petites distances, et très peu 
écartées de leurs positions d’équilibre, dans le cas où l’on rend ces 

( 1 ) OEuvres de Cauchy, S. I, T. VI, p. 202 et suiv. 

(*) Id. S. II, T. VIII. 

OEuvres de C. — S. I, t. VI. 51 
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mômes équations homogènes, en conservant seulement les dérivées du 
second ordre des trois inconnues difFérentiées par rapport aux va¬ 
riables indépendantes. C’est en appliquant à la discussion des inté¬ 
grales générales de ces équations un des premiers théorèmes du calcul 
des résidus que l’auteur est parvenu à résoudre la question impor¬ 
tante qu’il s’était proposée. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

L’intégration d’un système d’équations linéaires aux dérivées par¬ 
tielles et à coefficients constants se ramène facilement à l’intégration 
d’une seule équation linéaire qu’on peut nommer l’équation caractc- 
risti(/u< j . Supposons que ces équations se rapportent à un problème de 
Physique ou de Mécanique, et que l’espace auquel elles s’étendent 
reste indéfini. Alors, pour rendre plus facile l’étude des phénomènes 
qu’elles représentent, il convient d’obtenir les intégrales de ces mômes 
équations, et par suite aussi l’intégrale de l'équation caractéristique, 
sous une forme telle que les fonctions arbitraires expriment les valeurs 
initiales des inconnues et de leurs dérivées prises par rapport au temps. 
La solution de ce dernier problème, soit pour les équations qui repré¬ 
sentent les mouvements infiniment petits d’un système de molécules, 
isotrope ou non isotrope, soit même pour une équation caractéristique 
quelconque, a été mentionnée ou développée dans divers Mémoires 
dont, pour abréger, nous nous dispenserons de donner ici l’analyse. 
Le cas où l’équation caractéristique devient homogène est l’objet spé¬ 
cial d’un Mémoire que renferme le Bulletin des Sciences de M. de Férus- 
sac, pour le mois d’avril 18Ü0. On y démontre que les valeurs des 
inconnues généralement représentées par des intégrales définies sex¬ 
tuples peuvent être réduites, dans le cas énoncé, à des intégrales qua¬ 
druples; puis, l’auteur conclut de son analyse que les phénomènes 
sonores, lumineux, etc., représentés par des équations caractéristiques 
homogènes, donnent naissance à des ondes qui ne laissent pas de 
traces de leur passage, et dont les surfaces se trouvent représentées 
par des équations qu’il apprend à former. 

Au reste, le Mémoire que nous venons de rappeler déterminait seu¬ 
lement la limite intérieure des ondes représentées par des équations 
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caractéristiques homogènes. Il restait à déterminer leur limite exté¬ 
rieure. A la vérité, cette limite pouvait se conclure des formules déjà 
connues, lorsqu’il s’agissait d’un système isotrope; elle pouvait même 
se conclure, à l’égard des ondes lumineuses propagées dans les cris¬ 
taux à deux axes, des formules obtenues par l’auteur des /t.t rrriees dans 
les Mémoires du 12 janvier et du 7 mars i 83 o ('). Mais il importait 
de faire ressortir dans tous les cas celte délimitation des formules gé¬ 
nérales propres à représenter les vibrations d’un milieu élastique. 
Déjà, dans un précédent Mémoire, approuvé par l’Académie, sur le 
rapport de MM. Poisson et Slurm, M. Manchet était parvenu à simpli¬ 
fier les formules dont il s’agit, et avait appliqué les intégrales qua¬ 
druples présentées sous une forme nouvelle à la recherche des lois de 
la propagation des ondes curvilignes, après avoir substitué à l’une des 
variables, dans ces intégrales, l’inconnue de l’équation du troisième 
degré qui détermine la vitesse de propagation des ondes. Kn combinant 
les formules contenues dans le Mémoire que nous venons de rappeler 
avec les principes du calcul des résidus, et en transformant une somme 
d’intégrales en une autre somme de même espèce, par une analyse 
qui a quelque rapport avec celle dont l’un de nous fait usage dans un 
Mémoire que renferme le Compte vendu de la séance du i(\ juin der¬ 
nier, M. Manchet est parvenu à démontrer que, dans un système mo¬ 
léculaire, dont les mouvements infiniment petits sont représentés par 
des équations homogènes, la limite extérieure de la portion vibrante 
est déterminée par la plus grande nappe de la surface des ondes, de 
même que la limite intérieure est déterminée par la plus petite. 

Toutefois, pour arriver à ces conclusions, dans le premier des deux 
Mémoires dont nous rendons compte à l’Académie, M. Manchet avait 
supposé que les diverses nappes de la surface des ondes ne se ren¬ 
contrent pas. Dans le second Mémoire, l’auteur a examiné le cas où ces 
nappes se rencontrent; et, en ayant recours à la considération d’inté¬ 
grales du genre de celles que l’un de nous a nommées intégrales sin- 


( 1 ) OE livre s de Cauchy , S. If* T. IX. 
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guliéres, il est parvenu à fixer encore, dans ce dernier cas, la limite 
extérieure des ondes propagées. 

Kn terminant le second Mémoire, M. Blanchet indique la possibilité 
d’appliquer les principes qu’il vient d’exposer aux intégrales données 
par l’un de nous pour les systèmes d’équations aux dérivées partielles 
d’un ordre quelconque. 

A notre avis, le résultat obtenu par M. Blanchet est l’un des beaux 
théorèmes que présente l’Analyse appliquée aux questions de Physique 
mathématique. Nous croyons, en conséquence, que les deux Mémoires 
de M. Blanchet sont très dignes d’être approuvés par l’Académie, et 
insérés dans le Recueil des Savants étrangers. 


159 . 


Notes ajoutées au Rapport qui précède. 
C. R., t. XIV, p. 392 (14 mars i 8 {u). 


NOTE PREMIÈRE, 

Sur rintégration des systèmes d’équations linéaires aux dérivées partielles 

et à coefficients constants. 

L’intégration d’un système d’équations linéaires aux dérivées par¬ 
tielles et à coefficients constants peut être ramenée à l’intégration 
d’une seule équation linéaire que nous désignerons sous le nom dV- 
qnation caractéristique. On trouve cette remarque spécialement appli¬ 
quée aux équations qui représentent les mouvements infiniment petits 
d’un système de molécules, dans un Mémoire sur la théorie de la 
lumière, présenté à l’Académie des Sciences, par l’auteur des Exercices 
de Mathématiques , le 3 i mai i 83 o, et publié par extrait, vers cette 
époque, dans le RullelitC des Sciences de M. de Férussac, puis dans les 
Mémoires de l'Institut. D’ailleurs ce problème, dans lequel on se propose 
d’intégrer une seule équation linéaire aux dérivées partielles et à coef¬ 
ficients constants, a été résolu; et les intégrales particulières et géné- 
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raies de semblables équations, exprimées, soit à l’aide de sinus ou de 
cosinus, soit même par des sommes d’exponentielles réelles ou imagi¬ 
naires, ont été données depuis longtemps par divers géomètres. On 
doit surtout remarquer le beau Mémoire d’Euler, lu à l’Académie de 
Saint-Pétersbourg, le 28 octobre 1779 ('), Mémoire qui a pour titre : 
Integralio œquationum différaitialium linearium cujmcumquc gradtts el 
quotcumque rariabiles involsentium, et dans lequel Euler représente par 
une somme d’exponentielles l’intégrale générale d’une équation linéaire 
aux dérivées partielles et à coefficients constants d’un ordre quel¬ 
conque. Ajoutons que les sommes d’exponentielles, quand on les com¬ 
pose d’un nombre infini de termes tellement choisis que deux termes 
consécutifs diffèrent infiniment peu l’un de l’autre, se transforment en 


intégrales définies du genre de celles qui ont été indiquées par divers 
auteurs, et que ces intégrales définies représentent encore les inté¬ 
grales générales des équations linéaires aux dérivées partielles et à 


coefficients constants. 

Toutefois, présentées sous les formes que nous venons de rappeler, 
les intégrales générales des équations linéaires ne suffisaient pas encore 
généralement à la solution des problèmes de Physique mathématique, 
il manquait h cette solution la détermination des constantes que ren¬ 
ferment en nombre infini les sommes d’exponentielles, ou, ce qui 
revient au même, la détermination des fonctions arbitraires renfermées 
sous le signe /dans les intégrales définies, et introduites par l’inté¬ 
gration. Pour effectuer cette détermination, il était d’abord nécessaire 
de trouver une formule qui pût servir à transformer une fonction don¬ 
née en une somme d’exponentielles composée d’un nombre fini ou 


infini de termes. La première formule de ce genre a été donnée par 
Lagrange dans le tome III des anciens Mémoires de Turin, publié 
en 177G. Cette formule convertit une fonction d’une seule variable en 
une somme d’exponentielles imaginaires, seulement pour toutes les 


(‘) Ce Mémoire a été imprimé dan» le tome IV des Acta nova de l’Académie de .Saint- 
Pctersbourg . 
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valeurs numériques de cette variable inférieures à une limite repré¬ 
sentée par le nombre i. Mais il suffit de changer l’unité à l’aide de la¬ 
quelle on suppose les variables exprimées, pour que la limite i se 
trouve remplacée par une limite quelconque, qui peut croître indéfini¬ 
ment et devenir infinie. A l’aide de cette seule observation, on peut, 
de la formule de Lagrange et d’une formule analogue donnée par Euler, 
tirer celles que M. Fourier a obtenues dans son premier Mémoire sur 
la théorie de la chaleur. D’autres formules du même genre, mais qui, 
pour la plupart, peuvent aisément se déduire de celles de M. Fourier, 
ont été successivement établies par les géomètres, et appliquées à di¬ 
verses questions de Physique mathématique. On peut voir en particu¬ 
lier, à ce sujet, les Mémoires de MM. Poisson et Cauchy sur la théorie 
des ondes, un Mémoire de M. Fourier sur les vibrations de plaques 
élastiques, le XIX e Cahier du Journal de l’Ecole Polytechnique, divers 
Articles insérés dans le II e Volume des Exercices de Mathématiques, etc. 

Dans les problèmes de Physique et de Mécanique et dans le cas où 
l’espace auquel s’étendent les équations du mouvement reste indéfini, 
la question à résoudre était généralement la suivante : 

Etant donnée, entre une inconnue et plusieurs variables indépendantes 
qui ordinairement représentent trois coordonnées et le temps, une équation 
aux dérivées partielles et à coefficients constants, avec un dernier terme 
fonction des variables indépendantes, intégrer cette équation, de manière 
que les valeurs initiales de l'inconnue et de ses dérivées, prises par rapport 
au temps, se réduisent à des fonctions connues des coordonnées. 

Tel est le problème que l’auteur des Exercices s’est proposé et a 
résolu dans ses Mémoires du B octobre 1821 et du iC septembre 1822. 

( Voir le Bulletin de la Société philomathique et le XIX e Cahier du Journal 
de iEcole Polytechnique.) Il a prouvé, dans ces Mémoires, qu’à l’aide 
des formules de transformation ci-dessus rappelées, et relatives aux 
fonctions de plusieurs variables, ou plutôt à l’aide d’une formule du 
même genre qui renferme sous le signe / une seule exponentielle tri- 
gonométrique, on pouvait ramener la solution du problème général au 
cas où le temps est la seule variable indépendante, c’est-à-dire au cas 
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où l’équation aux dérivées partielles se trouve remplacée par uni' 
simple équation différentielle. La détermination des fonctions arbi¬ 
traires s’est ainsi trouvée réduite à une détermination de constantes 
arbitraires qui exigeait quelques artifices de calcul dans le cas où 
l’équation auxiliaire offrait des racines égales, mais que l’auteur a fini 
par rendre très facile dans tous les cas et même par supprimer entière¬ 
ment, à l’aide du calcul des résidus. C’est ainsi qu’en perfectionnant 
de plus en plus la méthode exposée dans les Mémoires de 1821 et de 
1822 l’auteur des Exercices est parvenu à une formule très simple et 
facile à retenir, qui sert à exprimer par une intégrale définie multiple 
la valeur de l’inconnue propre à vérifier une équation linéaire aux dé¬ 
rivées partielles et à coefficients constants, dans le cas même où cette 
équation contient un dernier terme fonction des variables indépen¬ 
dantes. ( Voir le Mémoire sur lapplication du calcul des résidus aux ques¬ 
tions de Physique mathématique, publié en 1827.) La méthode dont il 
s’agit, appliquée aux équations qui représentent les mouvements infi¬ 
niment petits d’un système de molécules, fournit les intégrales men¬ 
tionnées ou développées par l’auteur des Exercices dans divers Mé¬ 
moires présentés à l’Académie en 1829 et i 83 o (*), et ces intégrales , 
comme il est dit dans le Mémoire du r 2 janvier 182^ (Tome IX des Mé¬ 
moires de l'Académie), fournissent te moyen d'assigner les fois suivant 


(*) Cos Mémoires sont : 

i° Un Mémoire sur le mouvement d’un système do molécules qui s’attirent ou se re¬ 
poussent à de très petites distances, et sur la théorie de la lumière, présenté à l'Académie 
le 12 janvier 1829, inséré par extrait dans le tome IX des Mémoires de VAcadémie; 

2 0 Un Mémoire sur l’intégration d’une certaine classe d'équations aux différences par¬ 
tielles, et sur les phénomènes dont cette intégration fait connaître les lois dans les ques¬ 
tions de Physique mathématique, présenté à l’Académie lo 12 avril i 83 o, et parafé par 
M. G. Cuvier, secrétaire perpétuel. (Le premier paragraphe do ce Mémoire a été imprimé 
dans le XX 0 Cahier du Journal de VÉcole Pojtechnique ) ; 

3 ° Divers Mémoires sur la théorie de la lumière, présentés a l'Académie les 17 et 
3 i mai i 83 o, parafés par M. G. Cuvier, Secrétaire perpétuel, et publiés par extrait dans 
lo Bulletin des Sciences do M. de Férussac, puis dans le tome X dos Mémoires de VA - 
endémie; 

4 ° Le Mémoire sur la dispersion de la lumière, présenté à l’Académie les 19 juillet et 
9 août i 83 o, parafé par M. Arago, secrétaire perpétuel, et publié d’abord par extrait dans 
le Bulletin des Sciences de M. do Férussac de juillet i 83 o, puis en totalité dans le format 
des Exercices de Physique mathématique. 
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lesquelles un ébranlement, primitivement produit en un point donné d’un 
système de molécules, se propage dans tout le système. On voit, par le 
texte même du Mémoire de janvier 1829 ( ibid .), que, dès cette époque, 
l’auteur avait déjà traité, non seulement le cas où l’élasticité du système 
reste la même en tous sens autour d’un point quelconque, et où le système 
est en conséquence isotrope, mais aussi le cas où l’élasticité du système 
reste la même en tous sens autour de tout axe parallèle à une droite 
donnée. Il avait même reconnu que, dans ce dernier cas, les coefficients 
renfermés dans les équations aux dérivées partielles, et dépendants de 
la nature du système, peuvent avoir entre eux des relations telles que la 
propagation d’un ébranlement, primitivement produit en un point du sys¬ 
tème, donne naissance à trois ondes sphériques ou ellipsoïdales ; puis, en 
faisant abstraction de celle des trois ondes qui disparaît avec la dilatation 
du volume quand l’élasticité du système reste la même en tous sens, il 
avait vu les surfaces des deux ondes restantes se réduire au système d'une 
surface sphérique cl d’un ellipsoïde de révolution, l’ellipsoïde ayant pour 
axe de révolution le diamètre de la sphère; et, après avoir constaté l’ac¬ 
cord remarquable de ce résultat avec le théorème d’Huygcns sur la double 
réfraction de la lumière dans les cristaux à un seul axe, il avait conclu 
que les équations du mouvement de la lumière sont comprises dans celles 
qui expriment le mouvement d’un système de molécules très peu écarté 
d'une position d’équilibre. 

Au reste, comme on peut le voir dans les 7 e et 8 e livraisons des 
Exercices d’Analyse et de Physique mathématique, les intégrales que 
fournit la méthode exposée dans le XIX e Cahier du Journal de l’École 
Polytechnique et dans le Mémoire Sur l'application du calcul des résidus 
aux questions de Physique mathématique coïncident, dans le cas parti¬ 
culier où le système est isotrope, avec les intégrales que renferme un 
Mémoire de M. Ostrogradsky, lu à l’Académie de Saint-Pétersbourg le 
10 juin 1829, cité parM. Poisson en octobre i 83 o et publié, en i 83 r, 
dans le Tome I er des Mémoires de cette Académie. Elles sont analogues 
aux intégrales que renferme un Mémoire présenté par M. Poisson à 
l’Académie des Sciences le 11 octobre j83o, et même à celles que ce 
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géomètre avait données le 24 novembre 1828, mais dans lesquelles la 
détermination des fonctions arbitraires était demeurée incomplète. 

Dans le cas général où l’élasticité du système 11’est pas la même en 
tous sens, ni autour d’un point quelconque, ni autour de tout axe 
parallèle à une droite donnée, les valeurs des inconnues, fournies par 
la méthode générale que nous avons rappelée, se trouvent représentées 
par des intégrales définies sextuples. Mais on peut, à l’aide d’un chan¬ 
gement de variables indépendantes, réduire les intégrales sextuples à 
des intégrales quadruples, dans le cas où l’équation devient homogène. 
Cette dernière proposition a été donnée par l’auteur des Exercices dans 
un Mémoire que renferme le Bulletin des Sciences (' ) de M. de Férussac 
pour le mois d’avril i 83 o (page 273). Dans ce Mémoire, l’auteur con¬ 
clut de son analyse que les phénomènes sonores, lumineux, etc., 
représentés par des équations homogènes aux dérivées partielles, don¬ 
nent naissance à des ondes sonores, lumineuses, etc., qui ne laissent 
pas de traces de leur passage, et dont les surfaces se trouvent repré¬ 
sentées par des équations qu’il apprend à former. D’ailleurs, comme 
le même auteur l’observe dans le Tome X des Mémoires de iAcadémie 
[Mémoires des 3 i mai et 7 juin i 83 o (*)], les surfaces des ondes ainsi 
déterminées sont précisément les surfaces courbes qui ont pour enve¬ 
loppes les ondes planes dont il a donné la théorie dans les Exercices de 
Mathématiques. Ajoutons que, dans le cas particulier où l’on considère 
un système de molécules dont l’élasticité reste la même en tous sens, 
les vitesses propres des molécules, mesurées à de grandes distances du 
centre d’ébranlement, offrent, dans les deux ondes propagées, les 
mêmes directions qu’elles offriraient si ces deux ondes étaient rigou¬ 
reusement planes. Ces vitesses sont donc alors dirigées suivant des 
tangentes ou suivant des normales aux surfaces des ondes. En d’autres 
termes, les vibrations des molécules, mesurées loin du centre d’ébran¬ 
lement, sont alors ou longitudinales ou transversales par rapport aux 
rayons vecteurs. M. Poisson, qui avait d’abord révoqué en doute les 

( 1 ) OEuvres de Cauchy , S. II. T. II. 

(*) Jd. S. I, T. II. 


OEuvres de C . — S. I, t. VI. 
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vibrations transversales, a fini par les admettre lui-même et par tirer 
de ses formules la proposition que nous venons d’énoncer. En effet, 
ces vibrations transversales, admises par Fresnel, puis, données par 
l’auteur des Exercices comme résultat du calcul et spécialement comme 
une conséquence de la théorie des ondes planes, dans les Mémoires 
des 3 i mai et 7 juin i 83 o, se trouvent déduites des intégrales géné¬ 
rales du mouvement d’un système isotrope, à la fin du Mémoire que 
M. Poisson a lu à l’Académie des Sciences, le 11 octobre i 83 o. 

NOTE DEUXIÈME. 

Intégration d’une équation linéaire aux dérivées partielles et à coefficients 
constants, avec un dernier terme fonction des variables indépendantes. 

Considérons, pour fixer les idées, quatre variables indépendantes 

X, y, z, t 

qui pourront être censées représenter trois coordonnées rectangulaires 
et b* temps. Soit 

V(x,y,z,t) 

une fonction de ces variables, entière, du degré n par rapport à /, et 
dans laquelle, pour plus de simplicité, nous supposerons le coefficient 
de t" réduit à l’unité. Supposons d’ailleurs que, rrr étant une fonction 
inconnue, et 

f(.r, j, z,t) 

une fonction donnée des quatre variables r, y, r-, /, on assujettisse 
l’inconnue ta à vérifier : r quel que soit 1, l’équation aux dérivées 
partielles 

.(') E(D,, D r> l) 3 ,D f )GT --- f(.r, y, z, t); 

2° pour t — o, des conditions de la forme 

(2) W = .w 0 (jr, 7, 3), D/Cî —- BT t (x, y, z ), ..., Ity-'o^B, 

Enfin concevons que, 

?(a. 6 »y) et /(•»./» 3) 
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», c, y et X, j, 

on pose, pour abréger, comme dans le deuxième Volume des Exer¬ 
cices [page 167 (')], 


(3) 



e -YC »iV'<'o(«,6,y)/a,p l v) 


dy. (O, f/S d\x dj (h 
x m X t: xr. 


Alors, en vertu de la formule ( 3 11) du Mémoire Sur l'application du cal¬ 
cul des résidus au.r questions de Physique mathématique ( 3 ), on trouvera 



p c st \j- 

^ ( F (*v'—î, 6 /•-1, y î, .»■)).» 

... f' p__ T! f r. : 

X 1. V—•• w ~*’’ 


y/-', 

:)<h, 


v) — 1'[»v/— 1 , «V—i, y/--<• ml./’. 
•ï —ro(.r, )•. z) 


:)\ 


Il est bon d’observer que, dans la formule ( 4 ), l'intégrale relative à 
c disparait quand on a 

r,s,/)- 0 - 


Ajoutons qu’après avoir développé, dans le premier des termes que 
renferme la valeur de m, la fraction qui a pour dénominateur le 
binôme 

* J» à), 

on doit avoir soin de remplacer les exposants de © par des indices. 

Dans les applications que l'on peut faire de la formule ( 4 ), il est bon 
de se rappeler que, d’après la définition même des fonctions de r, r, 
3 représentées par la notation 

?(*» S >y)/U />=). 

on a généralement (Tome II des Exercices de Mathématiques, p. 1O8) 

( 5 ) 0 ( », 6, y ) [x ( », 6, y ) /( x, y, s )j - [ ? ( », S, •/ ) y ( 7., 6, y )] /( x, y, s ). 


C) Œuvre* de Cauchy, S. II, T. VII. 
(«) IA. ' S. Il, T. XV. 
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Observons encore qu’en vertu d’un théorème donné par M. Poisson 
dans le Mémoire du i j) juillet 1819, on a généralement 


( 6 ) 


| jf cos (a 1 4 - 6 *-+- f(.r, /, s)dt 


1 r in r* 

— I I l sin/)f(x ■+■ üt cosp, y 4- Ht sin/> cosq, z -+- GU sin/> sin</) dt/dp. 

^ ' 'O ' Il 


De plus, on peut de l’équation (6) tirer celles que l’auteur des Exer¬ 
cices de Mathématiques a données dans plusieurs Mémoires présentés à 
l’Académie en i 83 o, ou, ce qui revient au même, on peut de l’équa¬ 
tion (G) déduire la formule 


(7) 


j X cos( " 


cc 2 -h bo % 4- 2 dey 4 - 2 eyot. f- 2 /a8) 2 1 f[x y y> 5 ) dt 


' rr is \ v /(x+ 3 + <<iê 

4 J {) J 0 




« 


y? 


<r s 


dans laquelle on a 

(8) ( ï ! =; r f(cos p, sin/>cosy» sin/>sin</), 


en supposant 

(9) .f(x,y,z) = ax’ 4 - by’n- cz*+ adyz •+• aezx + al’xy, 

et les constantes 


a, b, c, (1, e, f liées aux constantes a, b, c, d, e, /, 
de telle sorte que les équations 

ax + J'y -f- ez •— x, fx 4- by +- dz = y, ex + dy + cz z 

entraînent les suivantes : 

ax + fy + ez — .r, fx -1- by 4- dz = y, ex + dy + cz-~ 

Pour montrer une application des formules qui précèdent, considé¬ 
rons un cas particulier traité par l’auteur des Exercices, non seulement 
dans le Bulletin des Sciences d’avril i 83 o, mais aussi dans les Mémoires 
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des 12 avril et 17 mai de la même année; et supposons que, le second 
membre de la formule (1) étant réduit à zéro, on pose; dans cette for¬ 
mule, 

E(••£» y> z, O -- t*— b y 2 a dyz -+- a esx -+- a f xv); 

cette même formule deviendra 

( 10 ) I)*îït ~ (al)* + b D* cDJ -f- 3(/D r I)-4- ael) s l) x 4- a/I) x l) r )nr. 

Cela posé, si l’on désigne par 

rn(x,y,z) et II(,r, j, 5) 
les valeurs initiales des fonctions 

et D/Gt; 

si d’ailleurs, en attribuant à ( £ une valeur positive déterminée par le 
système des formules (8) et (9), on pose, pour abréger, 


<M) 


(*=j , + 1 — 


sin p cos q 


t£ 


Sll)/) SU)7 
V = 5-, 


et, de plus, 

(ra) 


(-) = (abc — ad 2 — be 2 — e / 2 2 de/) 2 , 


on trouvera | Bulletin d’avril i 83 o (')J 


(.3) 


D = /Xê X X ' sinpna,,, ' ,) 
+ 4Î9 D, X X <si °/’ n(X >f l ’ ,) 


dq dp 


dq dp 

~W ' 


Si*les fonctions 

n’ont de valeurs sensibles que pour de très petites valeurs numériques 
de x , y, z, les intégrales définies que renferme le second membre de 
la formule (t 3 ) n’auront de valeurs sensibles que pour des valeurs de 


( 1 ) Œuvres de Cauchy, S. U, T. II. 
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x, y, z , t propres à vérifier sensiblement les formules 

7 “ O, /JL : - O, V zn O, 

ou, ee qui revient au même, les formules 


t COS P 

1 + -. T- ~. 0 ’ 


ts\np cos7 

■— “ ~ °* 


t sin/> sinv 

+ —' -o. 


Or, de ces dernières, jointes à l’équation (8), on tirera 

<* = .1(.r, /, Z), 

ou, ce qui revient au même, 

( i ) t- a ,r* -t- h/ 1 -h c 5* 4- a d/5 -h 2 e sx 4- a fa/. 

Donc la formule (i 3 ) conduira aux conclusions que l’auteur des Exer¬ 
cices a énoncées dans le Mémoire du 12 avril i 83 o [ro/rle XX e Cahier 
du Journal de l’École Polytechnique ( 1 )], et que nous allons reproduire. 

Supposons que iéquation 

D/w (al)* M)* H cDî id\) y ¥>. 4- o.e\) z D x 4 a J'\) x D y )rn 

se rapporte à une question de Mécanique ou de Physique dans laquelle t 
représente le temps et x, y, z des coordonnées rectilignes; supposons d'ail¬ 
leurs que les râleurs initiales de trs et de D,ra soient sensiblement milles 
pour tous les points situés à une distance sensible de l'origine des coordon¬ 
nées. Au bout du temps t, la variable cr n'aura de valeur sensible que dans 
le voisinage de la surface du second degré représentée, par l'équation ( i4). 

Cela posé, concevons que la quantité cr dépende des vibrations très 
petites d’un corps solide ou d’un fluide pondérable ou impondérable, et 
que ces vibrations, d’abord produites dans le voisinage de l’origine des 
coordonnées, se propagent dans l’espace, et donnent ainsi naissance à une 
onde sonore ou lumineuse. La surface de l’onde coïncidera, au bout du 
temps t, avec celle de l’ellipsoïde représenté par l'équation (14). Par suite, 

la vitesse du son ou de la lumière, mesurée suivant le rayon vecteur r de 

1 / 

cet ellipsoïde, sera la quantité représentée par le rapport -• 

t 


( 1 ) Œuvres de Cauchy , S. II, T. I. 
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d’un système isotrope de molécules. 


Soient, dans un système isotrope de molécules, 

x, y, z les coordonnées rectangulaires et initiales d’une molécule tri, 
correspondantes à un état d'équilibre; 

y), '(, les déplacements de la même molécule, au bout du temps /, 
mesurés parallèlement aux axes coordonnés; 

’ J = Dxi +• yj -f- D.'C la dilatation du volume. 

La valeur de u sera déterminée par une équation de la Idrme 

(«) l>,*y-Ü‘(I)* + I>*+ ])*)-,, 

et les valeurs de vj, '( par des équations de la forme 

( a ) [!>«*—«î( Dl+D* 4 - d* )] ï = (Q *_ a; ) D x v. 

[ Voir les Exercices de Mathématiques pour l’année uS'iH, |i. 180 et 
2ii (’).] La question se réduira donc à intégrer deux équations aux 
dérivées partielles et à coefficients constants, dont l’une offrira un 
second terme représenté par une fonction donnée des variables indé¬ 
pendantes. Si, d’ailleurs, on nomme 

?(•*>/> =)> '/.(*» r» 3 )» i X(r,,r,i), 4'(.r,.r,s) 

les valeurs initiales de 


h T), Ç, D<£, D/n, I)<C, 
et si l’on pose, pour abréger, 

((x,y, s) = D x <?(x,y,z) +D y x(x,y, z) + I). ty(je,y, s ). 
s ) = D x<b{x,y, z) 4- I) y X(.r, 7l 5) 4 - l)JF( r,. r , s), 

les fonctions 

f(<*’». y y H*,y> 2 ) 


(') Œuvres de Cauchy, S. Il, T. Vllf. 
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représenteront les valeurs initiales de 

u, I)*u. 

L’équation (i) est entièrement semblable à celle qui détermine la pro¬ 
pagation du son dans l’air. En vertu de la formule ( 4 ) de la Note II, 
(die aura pour intégrale 


( 3 ) 


( u = cos(a 2 4 - 6* + z) 

| pi t 

J -y-J cos(ot s 4- ê s 4- y ! )“ Ht -”?( -c, j't s ) dl. 


Ajoutons que, en vertu de la même formule, la valeur de \ déterminée 
par l’équation (2) sera de la forme 

( 4 ) S = S 4 -D*b, 

la valeur de S étant 

| Z — COS ( et: 1 -f- ê ! 4- f ) * il, 1 9 ( /, -3 ) 

r * 1 1 _ „ 

4- 1 cos(a*-|- 6*+j, z)dt, 

•A) 


( 5 ) 


( i t la valeur de a étant assujettie : i" à vérifier, quel que soit /, l’équa¬ 
tion aux dérivées partielles 

16 ) [R?- H; ( D * 4 - DJ 4 - DJ )]*=:( G 2 - il? ) u ; 

2 0 à vérifier, pour / — o, les conditions 
( 7 ) 8 = 0 , D<8 = O. 

Or, sous ces conditions, la formule ( 4 ) de la Note II donnera 

n,H = (Ü*-Û*) ( C0S(« s 4-6 X COS (a 2 -h ê*+ )* ii r |’( 7v, y, 3 ) ih 

•A) 

-l- (Si* — £2*) f cos{ix i +&-\-y i ) l il l {t — T) f cos(« , 4-6 s 4-) |, ) ! i2r^(.r > j, zjdt*. 
*■ 4 ) ^0 

D’ailleurs, en posant, pour abréger, 

(a*4- ê*4-y s ) 2 —p, 
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on a identiquement 

(*-a*) /■'cosp!2,«-T) X cospüTrfv = ajiïpUfrMîÔi 
*-'o P 

^ (i2 s cospiii —12* cosp 12,/) dt, 

*- Ü 

t 

(9J-iï‘) f cospÛ,0-r) f cospÛTrfr*- C0S “'-~ C ? S P^ 

•-0 *0) P 

= / / (£2- cosp£2/ — cospii,/) 

* « l 'o 

Donc la formule (8) peut s’écrire comme il suit : 


(9) 


1),»= f [û*co8(a , H-6* + y*)*ü«-Ü l 1 cos(a*-+-6 1 +-/*)'*ii ( t| |'({■>■, v, :■)dt 


* 0 

n 1 /* 1 


+ f ! [l2* cos(a*4- 6*4- — il* cos(jt' J -\- S*-+- y 1 )*!!,/] •*(./•, v, ; 

-I) 1 0 

Or, cette dernière, combinée avec la formule trouvée en i8i<) par 
RI. Poisson, c’est-à-dire avec la formule ((>) de la Note 11, donnera 


\dt 


(«o) 


j l) ‘* ~ {t: jf ] I’(*. P-> v ) ~ V !’(>,. v ,)l ,l, l 

X 

ft, v) — OV(A„ fi„ v ( )] d<i dp, 


IV 

4 TV 


î« «ic 


le signe D f ' indiquant une intégration effectuée par rapport à /, à partir 
de i — o, et les valeurs de X, a, v, X,, p.,, v, étant 

À =: x + Q.I cos/j, p = / -t- Ht sii)/> cos^, v r= c -+- Ht si»/> sin 7 , 

).,= c -+•cos/), fi, = /-+•&,* sin/» cos<y, v,— 5 + Li,l sin/> sin y. 

De plus, on tirera immédiatement de l’équation ( 10 ), en observant que 
a doit s’évanouir avec t, 


00 


n-i pft 

j [Û , f(X.f*.v)-Û*|'(X„f WÏÏdqdp 

ni r tn r n . 

+ Jïj o j [^(>»ftv)-ÛJJ(X,,fi |f vD]«fyrf/>. 
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Les formules ( 4 ), ( 5 ) et(n) qu’on obtient, comme on vient de le 
voir, en combinant avec le théorème de M. Poisson la dernière formule 
du Mémoire de 1827 sur l’application du calcul des résidus aux ques¬ 
tions de Physique mathématique, suffisent pour déterminer les lois de 
la propagation du mouvement dans les milieux isotropes. Ces formules 
sont précisément celles que j’ai mentionnées dans les livraisons 7 et 8 
des Exercices d’Analyse, et que j’avais obtenues à l’époque où je m’oc¬ 
cupais de la théorie des corps élastiques. Les manuscrits qui les ren¬ 
ferment ne fixent pas avec précision leur date, que divers indices 
reportent à l’année 1828. Mais ce qui n’est pas douteux, c’est que le 
Mémoire du 12 janvier 1829 indique des formules tirées du Mémoire 
de 1827, non seulement comme offrant, sous le signe f\ les fonctions 
(fui expriment, à l’origine du mouvement , les déplacements et les vitesses 
des molécules, mesurés parallèlement aux axes coordonnés, mais encore 
comme propres à fournir les lois suivant lesquelles un ébranlement produit 
en un point donné d’un système de molécules se propage dans tout le sys¬ 
tème . Ajoutons que le Mémoire du 17 mai i 83 o cite précisément le 
théorème de M. Poisson comme fournissant le moyen de réduction des 
intégrales correspondantes à un système isotrope, et que, relativement 
à un tel système, le Mémoire de janvier 1829 dit expressément (t. IX 
des Mémoires de l’Académie des Sciences, p. 1 15 ) : 

Si un système de molécules est tellement constitué que l’élasticité du sys¬ 
tème soit la même en tous sens, un ébranlement, primitivement produit en 
un point quelconque, se propagera de manière qu’il en résulte deux ondes 
sphériques animées de vitesses constantes, mais inégales. 

Je rappellerai en finissant que les formules (4), ( 5 ) et (ri) ne dif¬ 
fèrent pas au fond des intégrales que M. Ostrogradsky a données dans 
un Mémoire lu à l’Académie de Saint-Pétersbourg, le 10 juin 1829, 
cité par M. Poisson en octobre i 83 o, et publié en i 83 i. 
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NOTE QUATRIÈME. 

Sur l’intégration des équations qui représentent les mouvements infiniment 
petits d’un système de molécules dont l'élasticité reste la même en tous sens 
autour d’un axe quelconque parallèle à une droite donnée. 

La question dont il s’agit ici, et sur laquelle je reviendrai dans un 
autre article, a été traitée, non seulement dans le Mémoire du 12 jan¬ 
vier iBaq, mais aussi dans le Mémoire présenté à l’Académie des 
Sciences le 17 mai i 83 o, et parafé à cette époque par le Secrétaire 
perpétuel, M. Georges Cuvier. 

Les formules qui sont relatives à cette question s’appliquent, à plus 
forte raison, au cas particulier où le système devient isotrope, et four¬ 
nissent alors les résultats suivants. 

Reprenons les équations (1) et (2) de la Note III, et posons, comme 
dans le Mémoire lithographié d’août i 83 (>, 

U = l) 3 y) - I) r Ç, V — I), Ç - 1). £, W = i) y i - I)* n. 

On aura 

(. ) [ I)? - 12* (l>* 4 -1)* -h ]>!)] U = o; 

et l’on pourra encore, dans cette dernière équation, remplacer IJ par Y 
ou par W. Cela posé, on connaîtra immédiatement, d’une part u, et 
d’autre part U, V, W. D’ailleurs, 

y. U, V, W 

étant connus, on connaîtra 

(I>* -f- Ü* + D* )ç - D*y 4- l) y W - I). V, 

et, par suite, 

I 

Or, on se trouvera ainsi ramené aux formules ( 4 ), ( 5 ) et (11) de la 
Note III qui peuvent, en conséquence, se déduire, non seulement de 
la dernière formule du Mémoire Sur l’application du calcul des résidus 
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aux questions de Physique mathématique, mais encore des formules 
établies dans le Mémoire du 17 mai i 83 o. 


160 . 


Analyse mathématique. — Rapport sur une Note de M. Passot, relative à la 
détermination de la variable indépendante dans l’analyse des courbes. 

C. R., t. XIV, p. 5o8 (4 avril 1842). 


L’Académie nous a chargés, MM. Coriolis, Piobert et moi, de lui 
rendre compte d’une Note de M. Passot, relative à la détermination de 
la variable indépendante dans l’analyse des courbes. Avant d’exprimer 
noire avis au sujet de cette Note, nous pensons qu’il est convenable de 
rappeler les motifs qui ont engagé son auteur à la produire. 

M. Passot a fait précédemment à l’Académie diverses Communica¬ 
tions, qui ont été l’objet d’un Rapport lu à la séance du 3 o no¬ 
vembre 18/|0. Il est dit, dans ce Rapport, que les expériences entre¬ 
prises par M. Passot constatent certains faits que l’on doit considérer 
comme nouveaux; mais les Commissaires, en admettant ces faits, n’ont 
point admis les explications que M. Passot en avait données. C’est 
dans le dessein de faire prévaloir ses opinions théoriques que l’auteur 
a rédigé la Note dont il s’agit en ce moment. Les propositions nou¬ 
velles que cette Note renferme nous ont paru, dès le premier instant, 
inexactes; et, convaincus de cette inexactitude, nous aurions désiré 
que l’auteur nous dispensât d’en fournir la preuve. Mais l’insistance 
avec laquelle il réclame un Rapport nous engage à rompre le silence, 
et à entrer ici dans quelques détails. 

Nous commencerons par convenir franchement et sans détour que, 
malgré les importants travaux des géomètres modernes, la solution 
exacte des problèmes de Mécanique rationnelle laisse encore beaucoup 
à désirer. Ainsi, en particulier, l’application des principes généraux 
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do la Mécanique à la théorie des machines, ou même simplement à la 
théorie des liquides ou des fluides, présente quelquefois des difficultés 
réelles, soit parce que les méthodes de calcul ne sont pas encore suffi¬ 
samment perfectionnées, soit parce que dans chaque question l’on peut 
craindre d’avoir omis quelques données, soit enfin parce que la loi des 
actions moléculaires, dans les corps liquides ou fluides, n’est pas con¬ 
nue et définie avec assez de précision et d’exactitude. Mais ces diffi¬ 
cultés sont complètement étrangères aux principes généraux de la Mé¬ 
canique et du Calcul infinitésimal, établis sur des hases solides. En 
conséquence, elles ne peuvent devenir des motifs d’abandonner ces 
mêmes principes; et l’on doit même, observer que, dans les questions 
plus simples auxquelles ceux-ci peuvent être appliqués plus facilement 
et plus rigoureusement, les résultats du calcul sont, pour l’ordinaire, 
conformes aux résultats de l’expérience. 

Les remarques que nous venons de faire nous ramènent tout natu¬ 
rellement à la Note de M. Passol. En ellet, les difficultés que peut 
offrir l’explication de certains phénomènes, dans les machines à réac¬ 
tion, n’ont aucun rapport avec la question agitée dans celte Note, et 
qui consiste «à savoir si, dans les problèmes de Mécanique, il est ou non 
permis de prendre le temps pour variable indépendante. Ainsi la Note 
de M. Passot, fut-elle démonstrative à l’égard des propositions qu’elle 
contient, ne remplirait pas le but que l’auteur s’était proposé. Mais 
nous allons plus loin, et quelques réflexions bien simples suffiront 
pour montrer que ces propositions sont inadmissibles. 

Lorsque plusieurs variables sont liées entre elles par diverses équa¬ 
tions, quelques-unes de ces variables peuvent être considérées comme 
fonctions des autres qui prennent le nom de variables indépendantes. 
Supposons, en particulier, deux variables liées entre elles par une 
seule équation, c’est-à-dire, deux variables liées entre elles de telle 
sorte que, l’une étant donnée, l’autre s’en déduise. L’une des deux 
variables sera une fonction de l'autre considérée comme variable indé¬ 
pendante. Mais il est clair que le choix de la variable indépendante 
sera entièrement arbitraire. Ainsi, par exemple, dans la Mécanique, 
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l’espace parcouru par un point matériel qui se meut, et le temps em¬ 
ployé à parcourir cet espace, sont deux variables dont l’une dépend do 
l’autre, et dont l’une quelconque peut être prise pour variable indé¬ 
pendante. Effectivement,, on peut demander, à volonté, ou quel sera 
l’espace parcouru pendant un temps donné, ou quel sera le temps em¬ 
ployé à parcourir un espace donné. 

Concevons à présent que l’on passe du système de deux ou de plu¬ 
sieurs variables au système de leurs différentielles. Ces différentielles 
ne seront autre chose que des quantités dont les rapports seront équiva¬ 
lents aux dernières raisons des accroissements infiniment petits que peuvent 
prendre simultanément ces mêmes variables. En vertu de cette définition, 
les différentielles des fonctions dépendront à la fois des variables indé¬ 
pendantes et des différentielles de ces variables. D’ailleurs, ces der¬ 
nières différentielles pouvant, être choisies arbitrairement, il sera, non 
pas nécessaire, mais convenable, de les réduire, pour plus de simpli¬ 
cité, à des constantes, c’est-à-dire à des quantités indépendantes des 
variables dont il s’agit. On admet généralement cette réduction, et 
nous ne ferons ici aucune difficulté de nous conformer à cet usage. 

S’il s’agit de deux variables liées entre elles par une équation, on 
pourra considérer comme constante la différentielle de l’une ou de 
l’autre variable, suivant que l’on prendra l’une ou l’autre pour indé¬ 
pendante. Il peut d’ailleurs arriver que, pour une valeur particulière 
de la variable indépendante, la différentielle de la fonction devienne 
infiniment petite par rapport à la différentielle de la variable. Mais, 
dans ce cas même, il faudrait bien se garder d’affirmer que la diffé¬ 
rentielle de la fonction sera toujours nulle, et d’en conclure que la 
fonction devra changer de rôle, c’est-à-dire, se transformer en variable 
indépendante. En effet, non seulement une variable, dont la différen¬ 
tielle s’évanouit toujours, cesse d’être variable, et à plus forte raison 
variable indépendante; mais en outre la différentielle d’une fonction 
est généralement une quantité variable, dont les valeurs particulières 
doivent être soigneusement distinguées de la valeur générale. Si 
M. Passot n’avait pas omis celte distinction à la page a de sa Note, il 
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ne serait pas arrivé aux diverses propositions qu’il a énoncées; par 
exemple, à cette assertion que, dans les problèmes de Mécanique, le 
temps ne peut être pris pour variable indépendante. 

Les Commissaires regrettent que les motifs qu’ils viennent d’expli¬ 
quer ne leur permettent pas de proposer à l’Académie l’approbation de 
la Note soumise à leur examen. 



Calcul intégral. 


Note sur l'intégration des équations au.v dérivées 
partielles du premier ordre. 


C. H., L XIV, j). 710(23 mai 


J’ai montré, dans le Bulletin de la Société philomathique, comment 
on pouvait intégrer une équation aux dérivées partielles du premier 
ordre, quel que fût le nombre des variables indépendantes .r, y, .... 
et obtenir directement l’intégrale générale, c’est-à-dire, la valeur géné¬ 
rale de l’inconnue assujettie à la double condition de vérifier cette 
équation aux dérivées partielles, et de se réduire, pour une valeur don¬ 
née de la variable x, à une autre fonction donnée des autres variables 

indépendantes j,-Comme on le sait d’ailleurs, l’intégrale générale 

peut aisément se déduire d’une intégrale particulière qui renferme 
autant de constantes arbitraires qu’il y a de variables indépendantes; 
et, dans une précédente séance, M. Binet a déduit du calcul des varia¬ 
tions une méthode propre à fournir des intégrales particulières de cette 
espèce. Je vais indiquer aujourd’hui un moyen fort simple de résoudre 
directement ce dernier problème. 

Considérons d’abord, pour fixer les idées, une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre entre deux variables indépendantes ce, y, 
et l’inconnue z. Cette équation sera de la forme 


(0 


f (x, y , z, D x z, I)y s) — o; 
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et si l’on pose, pour abréger, 

D x 3 —— P) Dy z — y, 

elle deviendra 

(a) V(x, y,z,P,<l) — o. 

Soit maintenant 

(il) s—f(x t y f a t 6) 

une valeur de s qui, renfermant deux constantes arbitraires a, 6, ait la 
double propriété de vérifier l’équation (»), et de se réduire, pour une 
valeur donnée £ de la variable x, h une certaine fonction de y, a, 6 re¬ 
présentée par f(j, a, €), en sorte qu’on ait identiquement 

/U,y,«,6) = f(y, «,€). 

L’équation ( 3 ), dilférentiée par rapport à y, donnera 
( 4 ) 7 = 1) r/(' r »/> «>£)• 

Cela posé, concevons que des équations ( 3 ) et ( 4 ), résolues par rapport 
à a, 6, on tire 

(5) a = f/, 6 = i», 

//, c étant des fonctions déterminées de x, y, z, <y; et nommons 

U, V 

ce que deviennent u et e pour x = Les valeurs de a, 6, tirées des 
équations 

( 5 — f(y, «, 6), 

(«) 

( q ~ J) y f(y, «, 6), 

seront précisément 

(7) «=U, 6 = V. 

D’ailleurs, en considérant z et g comme des fonctions de x, y, déter¬ 
minées par les équations ( 3 ) et ( 4 ), ou, ce qui revient au même, par 
les formules ( 5 ), on tirera de la seule équation 

a — U y 
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différentiée successivement par rapport à x et par rapport à y, 

1)^?/ -f- Dj.3 !).« - 4 - I) x f/ I ) f/ t( — o, 
l) r M -4- l) v - I)-// -h I), 7 -- o; 

puis, en ayant égard aux formules 

— p, ~ —-7* 1^x7 — 

on trouvera 

l I) r 1/ -f- /) I); U I- | ) y p \ ),jH ~ O, 

( 8 ) 

( l)y// - H 7l);« -4- I)y 7 I y,, Il O. 

Knfin, si l’on désigne par 

X, Y, Z, P, O 

les dérivées partielles de la fonction 

E( X, y, 5, />, 7), 

dilférentiée successivement par rapport à 

f, y, z, />, 7 , 

alors, en considérant toujours ?, />, q comme fonctions de .r, y, on 
tirera de la formule (2), dilTérenliée par rapport à y, 

(9) Y -f- 7Z -f- I* !), /> 4- Q l) r 7 o, 

et de cette dernière, combinée avec les formules (8), 

(10) 1 » I ) x u 4- Q l) r « -4- ( V P 4 - C>7) 1 ) z i< - (Y 4- yZ) !),,« o. 

Si l’on suppose que p soit éliminé du premier membre de la for¬ 
mule (10) à l’aide de l’équation (2), ce premier membre se réduira 
simplement, ou à zéro, ou à une fonction déterminée 

'■*' ("C, y , z, fj) 

de x,y, z, q. Mais eette dernière hypothèse est inadmissible; car, si 
elle se réalisait sans que la fonction 3{x, y, z, q) se réduisit identique- 

OEuvrcs de C — S. I, t. VI. 54 
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ment à zéro, l’équation 
établirait entre 


y, z,q) — o 

v, y , -, 7 


une relation qui devrait subsister pour la valeur!; de a?; et par suite 
l’équation 

y, -, 7 ) — ° 


établirait une relation entre les valeurs de £, y, qui peuvent être choi¬ 
sies arbitrairement, et les valeurs de z, q tirées des formules (6). Or, 
(t’est là précisément ce que l’on ne saurait admettre, attendu que les 
formules (6) peuvent être remplacées par les équations (7), et que 
celles-ci peuvent être regardées comme propres à fournir les valeurs 
des constantes arbitraires a, 6 correspondantes à des valeurs données 
quelconques de y, ?, 7. Donc la fonction 3 (x, y, z,q) doit se réduire 
identiquement à zéro ; et, lorsqu’à l’aide de la formule (2) on élimine/; 
de l’équation (10), celte dernière devient une équation linéaire aux dé¬ 
rivées partielles, à laquelle doit satisfaire u, considéré comme fonction 
des variables 

,r, y, z , <]. 

Donc, en définitive, la fonction de oc, y, z , q représentée par u est une 
intégrale particulière de l’équation linéaire aux dérivées partielles 

(11) P D x s t'~ Q D v » -+- ( I*/* -t - Q 7 ) D- b — ( \ "I - 7 ) D,/H — o, 

dans laquelle on suppose p déterminé par la formule (2); et cette inté¬ 
grale particulière est celle qu’on obtient quand l’inconnue x est assu¬ 
jettie à prendre la valeur II pour x = On prouvera de même que la 
fonction e est encore une intégrale particulière de l’équation li¬ 
néaire (11), savoir, l’intégrale qu’on obtient quand l’inconnue x est 
assujettie à prendre la valeur V pour x = En conséquence, on peut 
énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — Supposons que , étant donnée l’équation aux dérivées 
partielles du premier ordre, et à deux variables indépendantes, 


I* ( l , V, Dj; «j Dy,») - ' o, 
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on cherche l'intégrale particulière qui vérifie, pour x — la condition 

Z - f(v, a, 6), 

(‘(.y, a, 6) désignant une certaine fonction de la variable indépendante y 
et des deux constantes arbitraires a, S. Soient d'ailleurs 

* r, s —v 

valeurs de a, 6' déduites des équations simultanées 

v.= f(j, a, 6), (/-: l) r f(v, JC, S). 

I . V .«vort/ généralement des fonctions déterminées des trois variables 


r/, pour résoudre la question proposée, il suffira d'éliminer q entre les 
formules 

CH7—U, 6 r, 


dans lesquelles u, v désigneront deux valeurs particulières de l’inconnue 
d'une équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre et à quatre 
variables indépendantes 

x, y, z, q. 


Si l’on représente par 


Y, Z, 1», Q 


les dérivées partielles de 
prises par rapport à 


EO> /, -, p< q) 
-, />, '/, 


l’équation linéaire dont il s’agit sera ce que devient la suivante 


P J) x » H- Q V 4- ( IV Qq) l>.« - ( Y -f- < 7 Z) i) (/ H - , o, 
quand on élimine p à l’aide, de la formule 


V(æ,y,z,p,q) o; 


et les deux valeurs particulières a, v de l’inconnue a seront celles qui se 
réduisent, l’une à U, l’autre à V, pour x — £. 

La méthode et les raisonnements, à l’aide desquels nous avons établi 
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I<! théorème qui précède, peuvent être appliqués dans tous les cas à 
l’intégration d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre, 
quel que soit d’ailleurs le nombre des variables indépendantes; et l’on 
se trouve ainsi conduit au théorème général que nous allons énoncer. 

Théorème II. — Soit ct une fonction inconnue des n variables indé¬ 
pendantes 

assujettie à la double condition de vérifier : i° quel que soit t, l’équation 
aux dérivées partielles du premier ordre 


!'(■*-, y, z, ..., t, w, D^nr, l> r CT f D-rn, . . ., L)^) —■ o ; 


2° pour t -- t, la formule 

tu f(x, y, z, . . . , x, o, y, ...» 0), 


dans laquelle a, C, y, ..., 0 désignent des constantes arbitraires dont le 
nombre est égal à celui des variables x, y, s, ..., t. Posons d'ailleurs . 
pour abréger , 


Dj,rt — p , l) r trr — <j, I)-üt -- /', . .., |)|5 T - s ; 


et soient 

x— U, 6 — V, 

y - W, 


les valeurs de a, £, y, ... tirées des formules 


® = !'(•*•» />->•• 

., a, 6, y, . . 

■>0), 

/> - D x f(j?, J, 5, .. 

., a, 6, •/, .. 


7 — D r f(.r, y, 5, . . 

., x,6, y, .. 

•> 0). 

/• — y, z, . . 

x, 6, y, . . 

..0). 


U, V, W, ... représenteront des fonctions déterminées des in — \ quan¬ 
tités variables 

x, y, z, .... w, p, q, r, ...; 
et, pour résoudre la question proposée, il suffira d’éliminer 


p, q, r , . 
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entre les formules 

x -- II, 

dans lesquelles 


O — »’, y - - IV, 


II, 


V, 




désigneront n valeurs particulières de l'inconnue d'une équation linéaire , 
aux dérivées partielles du premier ordre, et à a n variables indépendantes. 
Si ion représente par 


X, Y, Z, 


T, H, l>, Q, R, 


les dérivées partielles de 

I* (■■*’»,)'> ''y • • • 1 t-, CT, p, 1/, I , . . . , S ) 

prises par rapport à 

•JL ) t ) J V) • • • t ty TU y JJ y (J y / y .... S y 

l’équation linéaire dont il s'agit sera ce que devient la suivante 

J* -h Q I) y H - 4 - U !).«-+•... t- S i)<« 

1 ( P/> -t- Q<y - t- Il /• -H . . . 1- S.v) 

( X -h /> II ) D,,h — (Y -t- 7 II) I) (/ h — (Z -t- / Il ) l) r x — ... o, 

quand on élimine s à l’aide de la formule 

V\x,y, z, . .., t, ct, p, 7, /•,..., .y) — : o; 

et les n valeurs particulières 

u, v, »r, ... 


de l’inconnue n seront celles qui se réduisent respectivement à 

u, v, vv, ..., 

pour l — z. 

Puisque l’intégrale générale d’une équation aux dérivées partielles 
du prèmier ordre peut immédiatement se déduire d’une intégrale par¬ 
ticulière qui renferme autant de constantes arbitraires qu’il y a de 
variables indépendantes, le théorème II réduit évidemment l'intégra¬ 
tion d’une équation quelconque aux dérivées partielles du premier 
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ordre à l'intégration d’une équation linéaire du même ordre, dans 
laquelle le nombre des variables indépendantes est doublé. On peut 
d’ailleurs, comme on sait, réduire l’intégration d’une équation linéaire 
du premier ordre à l’intégration d’un système d’équations différen¬ 
tielles. Mais cette seconde réduction conduit rarement à des équations 
différentielles intégrables; et, au lieu de l’opérer, il sera généralement 
plus avantageux d’appliquer directement à l’intégration de l’équation 
linéaire les formules générales que j’ai données dans un Mémoire litho¬ 
graphié de 181). Kn effet, posons, pour abréger, 


□ « 


S 


r D ,H 4- 


li 


g- D r « 4- rr D ; H 4- ... -4- 

O ^ 


P p 4- Qff 4- R /• 


s 


v) D„v 


s 




et 


Y 4 7II 


Yh 


I> (/ 8 — 


z 4- / n 




s 


<ii. 


l) r H 


L’équation linéaire, que le théorème II substitue à l’équation propo¬ 
sée, deviendra 

I)/ H — — □ 8 , 

et l’on tirera successivement de cette dernière 


// - U 4- V U 4- V* U 4-. . . . 
r d* V 4-tV 4-V*V 4-..., 
t r^W + VW + V i W + ..., 


On obtiendra ainsi directement les valeurs de 

II, e, ie, ... 

développées en séries qui, dans plusieurs cas, pourront être sommées, 
et qui d’ailleurs pourront toujours être employées tant que la valeur 
numérique de la différence / — t ne deviendra pas assez grande pour 
que ces séries cessent d’être convergentes. 

Dans d’autres Articles je donnerai de nombreuses applications des 
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principes que je viens d’établir, et je montrerai comment ces principes 
peuvent être étendus à des équations d’ordre supérieur au premier, 
ou, ce qui revient au même, h des systèmes d’équations simultanées 
aux dérivées partielles du premier ordre. 


m. 


Calcul intégral. — Sur une intégrale remarquable d'une équation 
au.x dérivées partielles du premier ordre. 

0 . R., T, XIV, [). 769 ( 3 o mai i8j2). 


Considérons une équation aux dérivées partielles du premier ordre 
entre une inconnue ci et n variables indépendantes 


/> -» 


t, 


dont la dernière / peut être censée représenter le temps, dans les pro¬ 
blèmes de Mécanique. L’intégration de cette équation pourra se ré¬ 
duire à l’intégration d’un système d’équations différentielles du pre¬ 
mier ordre, ou bien encore, comme je l’ai remarqué dans la séance 
précédente, à l’intégration d’une seule équation linéaire aux dérivées 
partielles qui renfermera -xn variables indépendantes, et qui ne sera 
autre chose que l’équation caractéristique correspondante au système 
dont il s’agit. D’ailleurs, parmi les intégrales de ce système, il en est 
une qui ne contient d’autres constantes arbitraires que celles qui 
peuvent être censées désigner les valeurs initiales des variables indé¬ 
pendantes y, z, ... et de l’inconnue ni. Or il est important d’observer 
que eette intégrale du système d’équations différentielles est en même 
temps une intégrale de l’équation donnée aux dérivées partielles. Ajou¬ 
tons qu’elle se déduit immédiatement par élimination de n intégrales 
particulières de l’équation caractéristique, savoir, de celles qu’on 
obtient quand on prend successivement pour valeurs initiales de l’in- 
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connue de cette équation caractéristique chacune des quantités va¬ 
riables 

x, y, z, ..., vs. 

Telles sont les propositions principales que je vais établir dans la pré¬ 
sente Note. 

Analyse. 

Soit 

( i ) E(.r, . t, nr, p, q, s) o 

l’équation donnée aux dérivées partielles, dans laquelle on suppose 

P — : D*RT, q D y RT, /• ~ R-RT . . . , S--— P, RT, 

et nommons 

X, Y, Z, T, II, P, Q, H, .S 

les dérivées partielles de la fonction 

*’(#, y, z . i, ns, p, q, .s ) 

dilférentiée successivement par rapport à chacune des quantités va¬ 
riables 

x, y, z, . .., t, ns, p, q, r . 

L’intégration de l’équation (i) pourra être réduite, soit à l’intégration 
des -2n — i équations différentielles comprises dans la formule 


( dx dy dz dl dva 

p ~ ~q " n -• • •“ s ™ Pp^QqTwr^rr:» * 

! dp dq _ dr 

r: — (X-+-7?1I) —(Y 4-7 11] - — (Z+TTfj 


s étant déterminé en fonction de 

x, y, z, ... , t, RT, p, q, r, ... 

par l’équation (i), soit à l’intégration de l’équation caractéristique 

( PD ar H4-QD r 8-f-RI) s 8 + ...-f-SD < « + (P/? + Qq R/- -K..4-Si) D„h 
(3) > -(X-+-/>n)D p 8-(Y-eyn)D,-8-(Z4-rn)D ( .8-... 


= O. 
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Si, en particulier, on désigne par 

U, V, «>, . . . 

ti fonctions déterminées de 

y > -5» • • • > TSS, P , ^'l • • • 

dont chacune, étant prise pour valeur de », vérifie l’équation ( 3 ), et 
par 

«, 6, y, ..., 0 

ti constantes arbitraires, il suffira, pour obtenir une intégrale de l’é¬ 
quation (i), d’éliminer 

p, q, r, ... 

entre les formules 

(4) a~. u, €~ 1 >, y — 

pourvu toutefois que les valeurs de 

^ f Pl (] ) ! y • • • > 

tirées de ces formules, se réduisent, pour une valeur donnée t de la 
variable t, à des expressions de la forme 

f(*> a, 6, y, ..., 6), 

/; =.D x f(j7, y , z, . •. , ex, 6, y, ... , (9), 
q — Dy'f(.z’, ^, -C, ..., a, 6, y, . •., 0), 

/■ 1); v, ..., > 6, y, ..., 0), 


Or, pour que cette condition soit remplie, il suffit évidemment que les 
valeurs de 

rsy, p, q, r, ..., 

tirées des formules (4), vérifient, pour / = t, les suivantes 

( 5 ) p — D x m, q — D r *n, r — D 4 gt, ...; 

et comme, en supposant qu’il en soit ainsi, les formules (4) fourni¬ 
ront, avec une valeur de xs propre à représenter une intégrale parti- 

OEuvresdeC .— S. l,t. VI. 55 
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culière de l’équation (i), les dérivées<7, r,... de cette intégrale prises 
par rapport à x,y, z ,..., nous devons conclure qu’en vertu des équa¬ 
tions (/*) les conditions ( 5 ) seront vérifiées pour une valeur quelconque 
de /, si elles se vérifient pour la valeur particulière t = t. 

D’autre part, si l’on regarde les équations ( 4 ) comme propres à dé¬ 
terminer 


en fonction de 


CT, p, q, r, ... 
,v, y , 5, ■ • •i C 


on tirera de ces équations, différcntiécs par rapport à .r, 


\) x u 4- D ct « D x ct 4- D ; ,« 4- D 7 « D x q + P r M Dj-r 4-. •. - o, 

l) Æ e 4- D n c I) x ct -h l) p v J ) x p -t- I) 7 e D x y 4- D,.r D x r -h... ~ o, 
D^o +Dcie P x ct 4- \)p\vH x p-\- D 7 <r■D ;r r/-4-P,.o'P. r /- I-.. • — o. 


et, par suite, 

(«) 


S(± D x u\) p v D ,,»'.. .) 

S(±Dn«DpeD 7 »'...)’ 


cliacunc des sommes représentées à l’aide du signe S étant une fonc¬ 
tion alternée dont les divers termes se déduisent les uns des autres 
par un ou plusieurs échanges opérés entre les seules lettres u, e, tv,.... 
Comme d’ailleurs l’équation (6) devra continuer de subsister quand 
ou échangera entre elles les lettres 

.v et r, p et q, u et e, 
ou bien les suivantes 


.r cl z, p et c, u et o’, 

etc., il est clair que les conditions ( 5 ) pourront s’écrire comme il suit: 

I — S D^« Dpe Dyte...) 

\ ' S(± D n «DpC D ? o’...)’ 

S(± D y e I) 7 fi I)pte...) 

S(± DpjC D ? u Dpte...)’ 



( 7 ) 
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Désignons maintenant par 

•V, 3, ic, . . . , <>, tf, a, ... 

les valeurs de « qui, étant propres à vérifier l’équation ( 3 ), se réduisent 
respectivement à 


pour t = z. Les intégrales des équations (2) seront de la forme 


( 8 ) 


(S = *X, ri — .T, Ç = fc, .... «-Si, 

| 9 y — ^, 4 / —- ,‘U, - 


yj, co, <p, y, j/, ... étant des constantes arbitraires propres à 

représenter les valeurs initiales de ce, y , z, ..., gt, />, y, /•, ...; et si. 
entre les seules équations 

( 9 ) £ = -x, ti~-T, K — i, .... « = S2, 


on élimine/}, y, /•, ..., on obtiendra une équation résultante 

(10) K — o, 

dont le premier membre K renfermera uniquement les quantités va¬ 
riables oc, y, z-, ...,/, gt avec les constantes arbitraires 

~n, C, — 

Lela posé, pour savoir si l’équation (10) représentera ou non une inté¬ 
grale particulière de l’équation (1), il suffira, d’après ce qui a été dit 
ci-dessus, d’examiner si les formules (7) sont ou ne sont pas identi¬ 
quement vérifiées, lorsqu’on réduit les fonctions 


aux fonctions 


U, V, «>, ... 


X, rj, ..., U; 


il suffira même d’examiner si, dans ce cas, les équations (7) deviennent 
ou non identiques pour une valeur particulière de l, par exemple pour 
la valeur / ==-. Or c’est là en effet ce qui arrivera, comme on peut 
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s’en assurer en attribuant à t, non pas précisément la valeur t = i, pour 
laquelle les derniers membres de la formule (7) se présenteront sous 
la forme mais une valeur très voisine de t. Entrons à ce sujet dans 
quelques détails. 

Si l’on pose, pour abréger, 


O# — g “t" D y B •+■ g- DjB 4-. . . -+- 4- ^ H- ^ 4-. 


x+^n 

s 


Dp 8 — 


S 


^II ,, Z 4~ /'Il .. 

D,«--g-—D,.a —..., 


et 



□ a dt, 



alors, en attribuant à la différence / — t un module assez petit pour 
que les séries demeurent convergentes, on aura 


Æ=X4- Vx 4 - V* X 4 -... , 
SJ = y 4- V/ 4- V* y 4-.. ., 
& — s 4~ Væ 4“ 4-..., 


£2 =r 57 4- Ver 4 - V* GJ 4-. . . . 

D’ailleurs, si l’on considère la différence t — t comme une quantité 
très petite du premier ordre, on pourra en dire autant de l’intégrale 


—jf a*dt=:— (t —t) a« 4 -jT (t— r)D,n«^, 
qui se réduira sensiblement à 


(< — ?)□«, 


et les divers termes d’une série de la forme 

Va, V*8, V»8, ... 

seront respectivement des quantités du premier, du.second, du troi¬ 
sième, ... ordre. Cela posé, en se bornant à écripe, dans les développe- 
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ments de 27, Q, les termes du premier ordre, on aura 

a; = jc — {t — t) o.c 4-..., 

3 — y (£ t) 

& ~ * — ( l — t) Qî 4 -..., 


£2 — CT —«( l — r) 005 4-_ 

ou, ce qui revient au même, 

p 

a; = .r — - (t — t)-H..., 

z=y-®(*-*) + ••-, 

%>~ Z — ( t —* T ) 4 - . . . , 

.. • • • .. . 

£2 BT— Ç^p 4- ^7 4- ~ /• 4 -... 4-sj (t — t) 4-- 

Donc les formules (9) pourront s’écrire ainsi qu’il suit 

£ = •*•*— g (* — f) 4-..., 

0 , 

m —y— g (< — 

Ç=*-^ ( 2 -t) 4 -..., 

.. 

/P QU \, 

(,i _ ns — I g /? 4- g-7 4- g r 4-... 4 - s J ( t — t ) 4-.... 

Or, en supposant les équations ( 4 ) réduites aux formules (r 1), il suf¬ 
fira, pour obtenir l’équation (6), de tirer la valeur de D^ci des for¬ 
mules (11) diflerentiées par rapport à#, en considérant 

pî 7, r, ..., .v 

et, par suite, 

P Q U 
s* S* S’ 
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comme des fonctions explicites des seules variables x, y, z ,..., /. Mais, 
dans ce cas, la première et la dernière des formules (ti) donneraient 


(>?•) 


| r- (f — r) I)j- + + g r + + 

tandis que l’on tirera des autres 

(>**) R,(g) 4-. . . — l>x(^)-+-..--=0 ) .... 

D’ailleurs, on conclura des formules (12) 

.' 


( < 4 ) 




4-. . . 


linfin, en réduisant / — t à zéro, on verra les formules (10) et ( 14) se 
réduire aux suivantes : 


(.5) 


(. 6 ) 


D *(§) ~°’ ^(s)^' 0 ’ 

/•* QU \ 


Djjïd 


»-(S 

D’autre part, en considérant 

nr, p, q, r, . 


comme fonctions de x, y, z, ..., t, on tirera de l’équation (1), ditfé- 
rentiée par rapport à x , 

(17) P D X P "4* Q P,r7 -+- R D*/' +...-+- S D^.î — O, 
ou, ce qui revient au même, 

(18) ^ D,/) 4 -^D*|/ + ^Da l / , + ...H- I)j;i = o; 
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et. en vertu de cette dernière formule jointe aux équations (i5), on 
aura, pour i = z, 

n /P Q R \ . P 

Dx V S S 7 + s + + 5 ) = P l) * s ' 

Donc l’équation (iG) donnera simplement 

('<)) l),W />. 

Donc, dans l'hypothèse admise, et pour / ~= z, l’équation (G) se tnm- 
\an( réduite a la formule (19)* h* première des formules (7) se réduira 
elle-même à une équation identique 

P — p- 

l.a même remarque étant applicable à chacune des équations (7), il en 
résulte que l’équation (10) sera, comme nous l’avions annoncé, une 
intégrale particulière de l'équation (1). 

Il est bon d’observer que, de l'équation (1), jointe à la formule (a), 
on déduit immédiatement la suivante 

[ -i -, - ± . (U dvn 

] !> ,{ . s “ l'p + Qf/ y 

I — (l P _ __ (l( l _ fir ds 

\ - ( X -h />II j " - ( Y i - y II j ' - ( Z -1- /• II ) • _ (S -h .vil)’ 

dont les intégrales seront de la forme 

. , ( Z--X, Y) :J , Ç=c, 

( 2 ') 

( 9 = x I = <*, .... ™ -s, 

•v, -TQ, çe, &.s désignant des fonctions déterminées de 

* y* • • •* gj, p, (/, r, s, et les constantes arbitraires 

s» Ç, . w, 9, x, i|/, ..., $ 

étant liées entre elles par l’équation 

• • •, T, O), 9, x, ’]/, —u. 

Si des équations (21) on élimine s et ç, à l’aide des équations (1) et 
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(22), on retrouvera : i° les formules (8); 2 0 une équation qui se dé¬ 
duira de ces mêmes formules. On peut donc aisément revenir des for¬ 
mules (21) aux formules (8), et, par conséquent, à l’cquation (10). Il 
y a plus, pour obtenir cette dernière équation, il suffira toujours d’in¬ 
tégrer les équations différentielles comprises dans la formule (20), 
de manière que l’on ait, pour / = t, 

(a3) æ—Z, y— Y), 5 = ..., ror = co, /> = <?, q~ 1 , /•=<];, .... s~ ç, 

puis d’éliminer 

p, q, r, ..., s, 9 , x , (j/, .... Ç 

entre les intégrales ainsi obtenues, jointes à l’équation (21). 

Puisque l’intégrale (10) renferme, avec la constante donnée t, 
n constantes arbitraires 

’O» Ç, • • •, w, 

elle est, par rapport à l’équation (1), ce que Lagrange appelle une solu¬ 
tion complète. Pour déduire de cette solution complète l’intégrale géné¬ 
rale, il suffira, comme on sait, de poser 

(2-1) w = f(Ç,m,C,...)» 

ce qui rendra K fonction des seules constantes arbitraires 

C, -n, Ç, •••, 

puis d’éliminer ces mêmes constantes, devenues variables, entre les 
équations 

(25) K = o, DjK = 0, D n K = o, D ; K = o, 

Alors l’inconnue xs aura nécessairement, avec les variables indépen¬ 
dantes 

œ f r, s, ..., t, 

une relation qui dépendra de la forme de la fonction arbitraire repré¬ 
sentée par ((oc, y, z ,...). D’ailleurs, pour t — ':, les formules (9) coïn¬ 
cideront avec les n premières d’entre les équations ( 23 ), c’est-à dire, 
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eu égard à la condition (a4), avec les formules 


4*1 


(a6) 


.r 


y - r h 


Z z Ç, 


rz -z f(ç, r,,X, .. .); 


et 1 élimination deÇ, Y], "Ç, ... entre ces dernières formules produira la 
suivante : 


(K) 


ra -- f(.e, v, z, . . 


Donc I équation (io) a cela de remarquable, que, de celte dernière 
équation, jointe a la formule (2.4), on tire précisément l’intégrale géné¬ 
rale présentée sous une forme telle que la valeur de l’inconnue rrr, 
fournie par cette intégrale, se réduit à la fonction fï.r, v, r, pour 
une valeur donnée z de la variable /. 

Appliquons maintenant les principes que nous venons d’établir à 
quelques exemples. 

Supposons d abord I équation (1) réduite à la suivante : 


( 38 ) 


pqrs ryzt o. 


Alors, en multipliant tous les rapports qui composent les divers mem¬ 
bres de la formule (20) par le produit 

( ' pr/rs . ryzt, 

on verra cette formule se réduire à 

P dx 7 <r " •’ds - -v àl [7m ./• dp . y 7y - 3 dr l ds ; 

puis on en conclura 


dp d.c d(f dv 

p ' ".7 ’ q — y ’ 


dr 


par conséquent 


( 3o ) 


P __ ? 

7 ~ ï ' 


7 _ X, 
v r t ’ 


r _ + 


ds dt 

s 7 


î. 
~ 5 


/i “ 4 ^ — | J? “ 7 7> — 1 5 73 : - dl- 

OEuvres de C. — S. I, f. VI. 
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par conséquent 

( 3 I ) I ( BT - *» ) - - = 

*>• Ç 'i s 

Enfin, en ayant égard à l’équation (22) ou, ce qui revient au même, à 
la formule 


(3'C 


on tirera de la formule ( 3 i) 




(33) 


m - o) \ * 


U' 2 . i( 2 ) (J 2 . Ç») (/*— T s ). 


Or, il est facile de s’assurer que, dans le cas où l’on regarde S, yj, to 
comme désignant des constantes arbitraires, la formule ( 33 ) repré¬ 
sente une intégrale de l’équation (28) ou (29). Car on tire de cette for¬ 
mule, en la dilférentiant par rapport à cc, y, z ou t, après avoir pris 
les logarithmes des deux membres, 

9 . ./• i Y 

ttî — r ,> 1 x l — ç 2 rr$ — o) y 1 — rr 


/ 


7 Î 7 -0) 


' ~ çi ’ S - r,/ /- 


par conséquent 

/> 7 / 5 - •*.> ( ^ ^ y ( y __ rjS j ( çij ( /s — r * ) 


XY=l- 


Si maintenanton veut obtenir l’intégrale générale de l’équation (28), 
savoir, la valeur de bî qui se réduit pour / — 'z à une fonction donnée 
f(.r, y, z) des trois variables .r, y, z, il suffira de poser dans la for¬ 
mule ( 33 ) 

puis d’éliminer $, yp Ç devenues variables entre l’équation 
® J * = ( - ? ) ( y' - V ) ( 5 * - Ç* ) ( t- - T* ) 


[' 


( 34 ) 
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et les trois dérivées de cetle équation successivement dilFérentiée par 
rapport à chacune des trois quantités £, r i% 4. 

Si l’équation donnée, étant de la forme 

(35) pc/r. . .S .ryz. . 

renfermait n variables indépendantes, alors, en opérant comme dans 
l’exemple précédent, on verrait l’équation (ro) se réduire à 


(36) 


') fl 

~ ( rn — r,) ) 

n 




K>* ■■■»>*) (s*-:*)...(**-r*). 


Si l’équation donnée était de la forme 

( 3/ ) t ( Pt *11 * , ••*,■') 

alors P, Q, R, .... S seraient seulement fonctions de p, </, r . s, et, 

de l’équation (20) réduite à 


c/.r 

fl y ch 

fit 

f/z 

"l'¬ 

V R 

S “ î»/> -i- 

Qtj h li /• i .. . {-i 


dp (le/ tir 

,/v 



0 0 ~ 0 

•••*-” ) 

O 


on tirerait 

P ?. V - /. 

/’ : 

.... .V ■ s, 

(38) ±~À = 

V — r, 3--Ç 

Q “ R 

/ — - ? 

S ~ 

TÏJ f,) 

P p -t- Q</ + R / - 


Alors aussi, pour obtenir l’équation (ro), il suffirait d’éliminer p, 7, 
/•, ... entre les formules ( 38 ) jointes à l’équation (37). Ainsi, par 
exemple, si l’équation (37) se réduisait à 

( 3 ç)) 7*4- 4- «* —1, 

l’équation (10) deviendrait 

( 4 o) (® — 0>)*= (a- — |) J -H (y — r,)'-+- (5 — ?)* + • • • + (/ — t)’. 

Dans un autre article, je comparerai les résultats des deux méthodes 
d’intégration exposées, d’une part, dans cette Note, d’autre part, dans 
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h; Huile tin (le la Société philomathique de 1819. Cette comparaison 
montre qu’il existe entre les fonctions 


et les fonctions 


A-, -T, %, 

l, •*, 


dos relations qui pourraient encore se déduire des principes établis 
dans un Mémoire de M. Jacobi, combinés avec les propositions que 
nous avons obtenues. 


103 . 


Calcul intégral. -- Addition aux deux Notes sur l'intégration 
d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre. 


(1. H., T. XIV, [>. 881, i 3 juin i8/,2. 


Il ne sera pas sans intérêt de comparer les résultats obtenus dans 
ces deux Notes avec ceux qu’ont trouvés MM. Jacobi et Binet, ainsi 
qu’avec ceux que j’avais trouvés moi-même dès l’année 1819, dans le 
Itulletin de la Société philomathique (janvier et février). 

Ktant donnée une équation aux dérivées partielles du premier ordre, 
à un nombre quelconque de variables indépendantes, on peut tou¬ 
jours déduire l’intégrale générale d’une quelconque des intégrales par¬ 
ticulières, que Lagrange appelle solutions complètes, et qui renferment 
autant de constantes arbitraires qu’il y a de variables indépendantes. 
Par suite, on peut se proposer, ou de trouver directement l’intégrale 
générale, ou de trouver directement une solution complète quel¬ 
conque, ou enfin de trouver directement une certaine solution qui 
mérite d’être remarquée, et qui renferme seulement les constantes 
arbitraires propres à représenter les valeurs initiales correspondantes 
que l’on attribue aux variables indépendantes dans l’intégration du 
système d’équations différentielles substitué à l’équation proposée. Le 
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premier problème a été complètement résolu dans mon Mémoire de 
1819, le second dans line Note du a 3 mai dernier; le troisième dans 
un Mémoire de M. Jacobi, que renferme le Tome III du Journal de 
M. Liouville; puis dans la Note présentée à l’Académie le 3 mai par 
M. Binet. La solution complète dont MM. Jacobi et Binet se sont spé¬ 
cialement occupés est aussi «celle que, dans la séance du 3 o mai, j’ai 
déduite de la méthode exposée dans la séance précédente, et caracté¬ 
risée par quelques propriétés importantes. Il y a plus, dès 1819, j’avais 
déjà constaté l’existence de cette solution complète dans les cas parti¬ 
culiers que j’avais choisis pour exemple, et j’avais donné, dans le Bul¬ 
letin cité, page 18, certaines formules à l’aide desquelles on peut 
établir généralement cette existence, comme l’a observé M. Jacobi. 
J’ajouterai que les formules dont il s’agit, ou plutôt celle qui en dérive, 
et que M. Binet a déduite du Calcul des variations, peuvent conduire 
elles-mêmes aux résultats que j’avais obtenus dans le Bulletin de la So¬ 
ciété philomathique . 

Analyse. 

Intégrer l’équation aux dérivées partielles 
(0 F(j?, y, z, .. ., l, m, p, q, .y) -- o, 

dans laquelle 

( 2 ) p I). c to, q ----- l) r BT, r —- D.b, ..., y [)(©, 
c’est trouver pour 

p y */> ! y ••• y $ 

des fonctions de 

J' f yy **, • • • y t 

qui vérifient simultanément la formule (1) et l’équation 

( 3 ) dm — p dx 4 - q dy ^ r dz ~h . . . H s dt . 


Lorsque les n variables oc, y, z, ..., 1 restent indépendantes entre 
elles, l’équation ( 3 ) doit être vérifiée, quelles que soient leurs valeurs. 
Donc elle doit être vérifiée quand toutes ces valeurs, à l’exception d’une 
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seule, deviennent constantes, c’est-à-dire qu’alors l’équation ( 3 ) en¬ 
traîne les formules (2). 

Supposons maintenant que les n — 1 variables 

x, y, z, ... 

deviennent fonctions de t et de constantes arbitraires. Les valeurs de 

P y » ? y • • • y $ y 

qui vérifient les formules (1) et ( 3 ), pourront elles-mêmes être consi¬ 
dérées comme des fonctions de / et des constantes arbitraires dont il 
s’agit. Désignons, dans cette hypothèse, à l’aide de la caractéristique §, 
une différentiation relative à une ou à plusieurs de ces constantes ar¬ 
bitraires, devenues variables, mais variant indépendamment de t. On 
tirera de l’équation ( 3 ) 

d om - p d dx 4- q d dy 4- . . . 4- d.r dp 4- dy dq 4 dt ds, 

ou, ce qui revient au même, 

d ( dm — p dx — q dy - - dx dp 4- dy dq 4 -... 4 - dt ds — dp d.r — dq dy — .... 

Or cette dernière équation se réduira simplement à une équation diffé¬ 
rentielle linéaire de la forme 


(4) d(dm ~~pdx — q dy — /• dz —... ) = 0(dm — p dx — q dy — r dz — . .. ) dt, 

si l’on choisit le facteur 0, de manière à vérifier la condition 


(Op dt — dp) dx (Oq dt — dq) dy -4- (Or dt — dr) dr 4-.. . — 0 dt dm 

4- dx dp 4 - dy dq 4 - dz dr + ... 4- dt ds = o. 


D’ailleurs, si l’on nomme 


X, Y, Z, .... T, II, P, Q, R, ..., S 
les dérivées partielles de la fonction 

( x, y > •-» . .., t, ht, p, q, r, .. ., s) 

prises par rapport aux quantités 

x, y, z, ..., t, ns, p, q , r, ..., s, 



EXTRAIT N° 163. 


447 


on tirera de l’équation (i), diffcrentiée par rapport aux constantes arbi¬ 
traires, 

( 6 ) X d.r + Y dy Z dz -i ... -i II ogj -i- P dp -t- Q dq -i- R dr •+ . .. -f S os _ o ; 

et, par suite, pour vérifier l’équation ( 5 ), il suffira d’assujettir 

* ,} t t «... ŒJ, P y <], /’, . . . , S , 

considérées comme fonctions de /, à vérifier la condition 

dp Oq dt — dq Or dt — dr — 0 dl 

Y. = Z .. Il ’ 

d.r _ dy dz dt 

~ l r (J R ^ S 
Or on tire de la formule (7) 



puis de cette même formule, combinée avec l’équation (3), 

j d.r dy _ dz dt dxn 

. I* Q R . s V/> -t- Qq -4- R/- S.v 

( 9 ) 

I dp dq dr 

( “ - (x -1- pii) ~ ~ (y -1- 7ii; - (z 4 cïi) ~. 

l’our passer immédiatement de la formule (7) à la formule (9), il suffit 
d’observer que des fractions égales entre elles sont encore égales à 
celle qu’on obtient quand on divise la somme des numérateurs de 
quelques-unes de ces.fractions par la somme de leurs dénominateurs, 
et qu’on peut même, dans ces deux sommes, substituer aux deux 
termes de chaque fraction le produit de ces deux fermes par un facteur 
arbitrairement choisi. 

Concevons à présent que, s étant éliminé de la formule (9) à l’aide 
de l’équation (1), on intègre les an — 1 équations différentielles que 
comprend la formule (9). Leurs intégrales générales renfermeront 
an — 1 constantes arbitraires 

£> n, Ç, • • •, &), cp , y <j/, • • •, 
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qui pourront être censées représenter des valeurs particulières des 
variables 

.X, y, z, . . . , ht, p, q, /, ... 

correspondantes à une valeur donnée t de la variable/; et ces inté¬ 
grales elles-mêmes pourront être présentées sous les formes 



V -- Y), 

i — 

ç, 

. , il — 0) 

>9 

11 

il 



* > 

A-, Vf, 

..., 

Û, 

4 \ 9 , 

«A, ... 


désignant des fonctions déterminées de ,r, y, z, ..., t , gt, />, q, r, 

<1 ui ne renfermeront aucune des constantes arbitraires, et qui se rédui¬ 
ront respectivement à 


•**> y, 2 , • • •, HT, />, q, r . 

pour la valeur t de /, en sorte qu’on aura, pour / = t, 

( x — 'i t .r—t), s = Z, .... HT--0), 

(") . 
lp—9' 

Lorsque 

0. x , y, z , . .., ns, p, q, r, ... 

sont déterminés, en fonction de / et des constantes arbitraires, par les 
formules (8) et (io), alors, en posant, pour abréger, 

f 0 dt 

( r ? ) 0 -- e' ^ , 

et intégrant la formule (4) considérée comme une équation différen¬ 
tielle linéaire, on obtient, entre la valeur générale du polynôme 

<3ht — pàx — q èy — r èz — ... 

et sa valeur initiale 

âù> — 9 — yèr> — ÆÇ —. .., 

correspondante à / = t, une relation exprimée par la formule 

( 1 3 ) oht — p èx — q èy — r èz — .. . — 0 ( <5w — 9 — y èt) — • • • )• 
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Jusqu’ici nous avons supposé que, dans les formules (10), les con¬ 
stantes arbitraires 

ri, ç, .... <j», 9, x, 

restaient indépendantes les unes des autres. Supposons maintenant 
qu’elles se trouvent assujetties à vérifier certaines équations de con¬ 
dition 

( 14 ) 1 — 0 , O, V — O, 

dont les premiers membres 

1 > /-*> • • • 

représentent des fonctions données de 

£, v, K, ?, x> 4 o •••• 

Si ces équations de condition sont telles que l’on ait 
( 1 5 ) 6 m — 9 -f- / 0/1 -f- iî£ -t-..., 

la formule (i 3 ) donnera généralement 
(16) oct — p ôjc 4- <7 oc 4- /• os 4- • • • ; 

en d’autres termes, pour que la différence 

èm — p 8.v — q <5y — r oz —... 

s’évanouisse, il suffira généralement que la différence 

ow — 9 < 3 ç — jr oyj — 4* ^ — • 

se réduise à zéro. Observons d’ailleurs que, chacune des équations ( t \ ) 
étant de la forme 

/(£. -o, K, • ••»<*>, 9> X> 4 I > • • •) = °. 

si l’on en élimine les constantes arbitraires à l’aide des formules (10), 
on obtiendra une autre équation de la forme 

qui établira une relation entre les quantités variables 

a-, y, z, ..., p, q, r , - 

OF.uvret de C. - S. 1, t. VI. 57 
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Concevons à présent que les équations de condition, c’est-à-dire les 
formules (i/j), soient en nombre égal à n. Si l’on en élimine 

^ W. ?, •••» 

a l’aide des formules (10), elles se transformeront en n autres équa¬ 
tions 

('") -C=o, dïi — a, = .... 

qui ne renfermeront plus que 

> r > ,)'< t, CJ, p, <f, r, - 

et pourront servir à déterminer 


en fonction de 


P> <h *'■> 


X. 


y > 


, t. 


Voyons maintenant dans quels cas les valeurs de 


P> 7 > ■■■, 

ainsi obtenues, et la valeur correspondante de s tirée de l’équation (i) 
vérifieront la formule ( 3 ). 

Pour que les valeurs de 


,r > y> z > •••> p, 7. r , •••, 

tirées des formules (i) et (10) et représentées par des fonctions déter¬ 
minées de 

l > Yî > •■•» w, ?, I. 

deviennent propres à vérifier les équations (t 7 ), il suffit que, dans ces 
valeurs, les constantes arbitraires 

V), Ç, ..., w , <J>, ..., 

cessant d’être indépendantes les unes des autres et de la variable /, 
V soient assujetties à vérifier les conditions (i4). Mais alors la valeur du 
polynôme 

dxs — p dx — q dy — r dz ~... — sdt, 
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qui était nulle, en vertu de l’équation ( 3 ), se trouvera augmentée* de la 
quantité 

Sn j — p <5,r — (/ <5 >* — /* oz ~- ... t 

le signe S indiquant une différentiation relative au système entier des 
constantes arbitraires. Donc, pour que l’équation ( 3 ) continue de sub¬ 
sister, il suffira que les équations de condition établies entre? les con¬ 
stantes arbitraires, c’est-à-dire les équations (i/j ), entraînent la for¬ 
mule (i(>), ou, ce qui revient au même, la formule Donc, si les 
co n s ta n tes a rbi t ra i res 

S* r >< Ç* ••••> f <», y, /, ... 

sont assujetties à vérifier n équations qui entraînent la formule (i 
l’équation (i), considérée comme une équation aux dérivées partielles 
du premier ordre, sera intégrée, c’est-à-dire vérifiée, en même temps 
que l’équation ( 3 ), par les valeurs de 

p9 y » ^ i * > ■ 

tirées des formules (17). 

En résumé, par la méthode précédente, l’intégration de l’équation 
différentielle 

dm - p dx l- q dy 4- /• d: •)•... 4- s dt, 
dans laquelle les a// 4-1 variables 

' • • 9 ty CT, p y (j , , .V 

sont liées entre elles par la formule (1), se trouve ramenée à l’intégra¬ 
tion de la seule équation différentielle 

dw — y ôç 4- X <3r) 4- ^ dÇ 4 -. .., 

qui ne renferme plus que a n — 1 variables. D’ailleurs, en vertu de 
cette dernière équation, dont le second membre renferme les différen¬ 
tielles des seules variables 

n, K, 

w ne peut être qu’une fonction de ces variables, et rien n’empêche de 
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supposer ces mêmes variables indépendantes. Or, dans cette supposi¬ 
tion, la formule (i 5 ) donnera 

(18) Dçw—-9, D^co— x, D;a) = |, - 

Si, pour fixer les idées, on représente par 

f(ï, -n, ç,...) 

la valeur de a>, f(£, yj.Ç, ...) pourra être une fonction quelconque 
de lj, Y], 'C, .... et les formules (18) donneront 

I (.)= f(|, Y), Ç, . . .), 

| f($» yi» Ç. • • •)» 

('9) = ?*•••). 

<!'*--l>ç Ç,.. .n 

Ces dernières formules représenteront, en effet, les intégrales les plus 
générales possibles de l’équation différentielle 

de») = 9 -+- x dt) + -+- • • • • 

Si l’on y substitue les valeurs de 

H, n, ç, ..., », 9, x> 'h 

tirées des formules (10), on obtiendra n autres équations 
.e — 0, OR. = 0, X -- o, ..., 

qui représenteront n intégrales de l’équation ( 3 ) jointes à la for¬ 
mule (1). Enfin, si entre ces n autres équations on élimine 

p, q, r, . 

on obtiendra une équation définitive 

(ao) !X = o, 

qui renfermera seulement les variables 


y. 


• • » 


t, BT. 
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Donc cette équation définitive sera line intégrale de la formule (i), 
considérée comme une équation aux dérivées partielles. Elle en sera 
même l’intégrale générale, puisque la relation établie par celte inté¬ 
grale entre les n variables indépendantes 

> y 9 *, . •. * t 

et l’inconnue ci dépendra de la fonction 

c’est-à-dire d’une fonction arbitraire de n — i variables indépendantes. 
Si l’on veut savoir à quoi se réduiront, pour t — t, les valeurs de 

ci, p . '/> 

tirées des formules 

£ O, OR. r= O, OÇ> — O, . . . , 

il suffira d’observer que, pour / = t, les formules (io) se réduisent 
aux formules (r t), et que l’élimination des constantes arbitraires 

£, n, Ç, o), cp, x, 4*» ••• 

entre les formules (r i) et (19) fournit les équations 



/ iss — f(.r, y, s, . 



\ p — D* f(-r, r, 3, . 


( 21 ) 

\ <7 =D r f(j?,/, s, • 



1 r — D. f {x,y> s,. 

-•). 


Donc la valeur générale de trr, fournie par l’équation (20), sera préci¬ 
sément celle qui a la double propriété de vérifier, quel que soit 1, 
l’équation (1) considérée comme une équation aux dérivées partielles, 
et, pour t = t, la condition 

( 22 ) . V3 = f(a:,y,z, ...). 

Il est bon d’observer que, étant donnée la valeur initiale s,...) 

de l’inconnue ta, l’équation (2»), combinée avec les formules (2), 
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entraînera, pour t = t, toutes les formules (21), desquelles on déduira 
immédiatement les formules (19), en substituant aux lettres 


x, y y z, .. ej, p, y, r, 

les lettres 

V, Ç, w, 9, x* - 

La même substitution suffira pour déduire la formule (i 5 ) de l’équa¬ 
tion ( 3 ) réduite, pour une valeur constante t de /, à la formule 

dz = p dæ -b q dy -4- r dz , 

Nous avons jusqu’à présent laissé la fonction f(a?, y, z, ...), ou la 
valeur initiale de l’inconnue c t, entièrement arbitraire. Si cette valeur 
initiale était réduite à une fonction entièrement déterminée de cr et 
de n constantes arbitraires a, 6, y, ..., l’équation (20) représenterait, 
non plus l’intégrale générale, mais ce que Lagrange appelle une solu¬ 
tion complète de l’équation (1). 

Enfin, au lieu de laisser les constantes arbitraires 

S, -n, ç, ... 

indépendantes l’une de l’autre, ce qui permet de passer de la for¬ 
mule (i 5 ) aux équations (18), on pourrait réduire séparément à zéro 
chaque terme de l’équation (i 5 ) en posant 

à'i — o, ào — o, — o, . .., <5« ~ o, 

c’est-à-dire, en supposant 

fi, Ç, • • • » co 

indépendants des variables 

x, y, z, . . ty ej, p, q, r, - 

Donc les seules équations 

(a3) sr=fl, *>=?, ..., 

fourniront des valeurs de 


CJ, p , qy r, . 
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qui, étant exprimées en fonction de 

>l' f V 9 - 3 , . • * ♦ ? 

et de 

4 » "0> ?» • • • ♦ 

vérifieront simultanément les équations (i) et ( 3 ), quand on continuera 
de considérer £, Y), ’(,..., to comme propres à représenter des con¬ 
stantes arbitraires. Si, entre les formules (a 3 ), on élimine 

p, <h r, .... 

on obtiendra une certaine équation 

( a 4 ) K — o 

très distincte de la formule (20), et qui représentera, non plus une 
solution complète quelconque de l’équation (1), mais la solution com¬ 
plète dont j’ai signalé diverses propriétés remarquables dans la séance 
du 3 mai. Cette solution complète sera encore celle dont l’existence a 
été constatée, dans mon Mémoire de 1819, pour les cas particuliers 
traités dans ce Mémoire, et pour tous les cas, dans les Mémoires de 
M. Jacobi et de M. Binet. 

Les calculs ci-dessus développés deviennent plus symétriques lors¬ 
qu’aux divers rapports compris dans la formule (9) on joint le suivant 

(h 

— (T ~i- 7fl j ’ 

qui équivaut lui-mèrne à chacun des autres. Alors aux intégrales (10} 
se joint une intégrale de la forme 

S — ç, 

S étant une fonction déterminée de s , et ç une constante arbitraire liée 
avec les autres par la formule 

l*" (£> n, ?» • • •,t,< 0 ,9,x»,5) — o. 

Observons encore que l’on pourrait réduire à une constante donnée 
et non arbitraire, non plus la valeur particulière t de t, mais la valeur 
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particulière de l’une quelconque des autres variables indépendantes, 
ou même de l’inconnue ts, ou bien encore d’une autre variable liée à 

t, y, z, t, ro 

par une équation donnée. Dans ces diverses hypothèses, en opérant 
toujours de la même manière, on obtiendrait, au lieu de la formule (i 3 ), 
d’autres formules qui seraient toutes comprises, comme cas particu¬ 
liers, dans la suivante : 

( ons — p d.v — q â y — r è: — .. . — sèl 
( 0( dr,) — f — % d'n — cf/ àÇ — • • • — ç <3 t). 

Dans l’équation ( 25 ), tout comme dans l’équation (i 3 ), on peut sup¬ 
poser à volonté que le signe S indique des différentiations relatives, 
soit h tout le système des constantes arbitraires, soit à une partie de 
ce système. D’ailleurs, si, o>, <p, y, ... étant fonctions de £, yj, ..., 
la formule (i 3 ) se trouve une fois démontrée pour le cas où l’on fait 
varier une seule des quantités 

Ê» n, K, •••, 

elle se trouvera démontrée, par cela même, pour le cas où l’on fera 
varier toutes ces quantités simultanément. Cette simple observation 
suffît pour prouver que la formule (i 3 )est une conséquence immédiate 
des équations établies dans le Bulletin de la Société philomathique 
(année 1819, pages i 3 et 18). 

La formule ( 4 ) avait été donnée par M. Pfaff. En intégrant cette for¬ 
mule, on obtient l’équation ( 1 3 ), qui est digne de remarque, et qui se 
tire immédiatement, comme on vient de le voir, des formules com¬ 
prises dans mon Mémoire de 1819. La formule (i 3 ) elle-même a été 
obtenue par M. Binet. Enfin, une formule analogue à l’équation (i 3 ), 
et à laquelle on parvient, en posant, dans l’équation (21), 

(3Ci) — O, 

savoir 

&n — (p Sx q <3y - 4 - r $z ... - 4 - s St) 

(26) 

= — 0(<p <3£ +• x à * -H -H... -f- ç <ît), 
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a été donnée par M. Jacobi. Les principales différences qui existent 
entre l’analyse dont j’ai fait usage dans le Mémoire de 1819, et les 
calculs employés par MM. Jacobi et Binet, consistent : i° en ce que je 
me suis servi de la formule (i 3 ), en supposant successivement la carac¬ 
téristique o relative à chacune des constantes arbitraires £, vj, Ç, 
pour établir l’équation (20), tandis que MM. Jacobi et Binet se sont 
servis, l’un de la formule (26), l’autre de la formule (i 3 ), pour établir 
l’équation (24). Ajoutons que dans la Note de M. Binet, comme dans 
les calculs qui précèdent, les différentiations sont relatives au système 
entier des constantes arbitraires, tandis que dans mon Mémoire do 
1819 elles se rapportaient, pour chaque formule, à une seule des con¬ 
stantes arbitraires 

ç, T/. Ç. 

Enfin, dans mon Mémoire de 1819, les constantes arbitraires qui repré¬ 
sentent les valeurs initiales des diverses variables étaient, comme 011 
vient encore de le faire, immédiatement introduites dans les calculs, 
et non substituées à d’autres constantes, comme dans les Mémoires 
des deux géomètres dont il s’agit. 


164. 


Calcul intégral. — Mémoire sur l'intégration des équations simultanées 

aux dérivées partielles. 


C. R., T. XIV. p. Hy't {1 3 juin 1842;. 


En augmentant le nombre des inconnues dans un système d’équa¬ 
tions différentielles, ou aux dérivées partielles, d’un ordre quelconque, 
on peut toujours ramener l’intégration de ce système à celle d’un autre 
système d’équations du premier ordre. On conçoit donc que le Calcul 
intégral aux différences partielles peut être réduit à l'intégration 

OF.uvres de C . — S. I, t. VI. 58 
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d’équations simultanées aux dérivées partielles du premier ordre. En 
cherchant les moyens d’effectuer cette dernière intégration, je suis 
parvenu à des résultats qui me paraissent dignes de quelque intérêt, 
et que je vais indiquer en peu de mots. 

On sait que l’intégration d’une équation aux dérivées partielles du 
premier ordre, lorsque cette équation est linéaire par rapport à l’in¬ 
connue et à ses dérivées, ou même seulement par rapport aux dérivées 
de l’inconnue, peut se réduire à l’intégration d’un système d’équations 
différentielles. Je trouve qu’on peut en dire autant d’un système 
d’équations aux dérivées partielles du premier ordre, lorsque ces équa¬ 
tions, étant linéaires par rapport aux dérivées des inconnues, peuvent 
servir à exprimer des fonctions linéaires semblables des dérivées de la 
première, de la seconde, de la troisième, etc. inconnue, à l’aide des 
diverses inconnues et des variables indépendantes. D’ailleurs, dans 
chaque fonction linéaire, le coefficient de chaque dérivée peut être une 
fonction quelconque de toutes les variables. 

Lorsque des équations simultanées aux dérivées partielles du pre¬ 
mier ordre ne sont pas linéaires, on peut toujours ramener leur inté¬ 
gration «à celle d’un système d’équations auxiliaires aux dérivées par¬ 
tielles du premier ordre, qui soient linéaires au moins par rapport aux 
dérivées des inconnues, et qui offrent pour variables indépendantes 
toutes les variables comprises dans les équations données. Les équa¬ 
tions auxiliaires étant intégrées, l’intégration des équations données 
sera réduite à celle d’un système d’équations différentielles. 

Enfin on sait que l’intégrale générale d’une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre peut se déduire immédiatement d’une in¬ 
tégrale particulière qui renferme autant de constantes arbitraires qu’il 
y a de variables indépendantes. On peut démontrer pareillement que 
les intégrales générales d’un système d’équations aux dérivées par¬ 
tielles du premier ordre peuvent se déduire immédiatement d’un sys¬ 
tème d’intégrales particulières dont chacune renferme autant de con-. 
stantes arbitraires qu’il y a de variables indépendantes, chacune des 
constantes étant renfermée dans une seule de ces équations. Dans un 
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prochain article, je développerai les diverses propositions que je viens 
d’énoncer. 


165. 


Calcul intégral. — liemarques diverses sur l'intégration des équations 
aux dérivées partielles du premier ordre. 

C. R., T. XIV, p. q j 2 (20 juin 1842 >. 

Dans la séance précédente, j’ai rappelé la méthode dont je m’étais 
servi en 1819 ( Bulletin de ta Société philomathique ) pour intégrer com¬ 
plètement les équations aux dérivées partielles du premier ordre, quel 
que fût d’ailleurs le nombre des variables indépendantes, et j’ai com¬ 
paré cette méthode à celles qui ont été données depuis cette époque 
parM. Jacobi et par M. Binet. Il m’a semblé utile d’examiner s’il ne 
serait pas possible d’appliquer il ces mêmes équations la méthode dont 
Lagrange et Charpit ont fait usage, de manière à lever les difficultés 
que cette application semblait présenter au premier abord. Tel est 
l’objet de la présente Note. En approfondissant le sujet, je suis par¬ 
venu, non seulement à faire disparaître les difficultés dont il s’agit, 
mais encore à déduire de mon analyse quelques propositions nou¬ 
velles, et en particulier la suivante. 

Supposons que l’équation donnée renferme, avec les variables indé¬ 
pendantes 

./•, y, z, ..., t, 

dont l’une 1 peut représenter le temps, une inconnue rc, et ses déri¬ 
vées partielles du premier ordre 

/j, <7, r, .1 

relatives aux diverses variables indépendantes. Si les équations diffé¬ 
rentielles, que l’on substitue à cette équation aux dérivées partielles, 
sont intégrées, et si le système de leurs intégrales générales est déconi- 
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posé en deux autres systèmes qui offrent respectivement : i° les va¬ 
leurs initiales de x, y, z, 2° les valeurs initiales des dérivées p, q, 
r, ..., et de l’inconnue ct, exprimées en fonction de 

.r, y, s, .... t, m, p, q, r. .... 


on obtiendra une solution complète de l’équation aux dérivées par¬ 
tielles, non seulement en supposant les valeurs des dérivées p, q, 
r, ... déterminées en fonction de x, y, z, ...,/, et par le premier sys¬ 
tème d’intégrales générales, mais encore en supposant, avant cette 
détermination, une ou plusieurs intégrales du premier système rem¬ 
placées par une ou plusieurs intégrales correspondantes du second 
système, savoir, l’intégrale qui renferme la valeur initiale de x, par 
l’intégrale qui renferme la valeur initiale de la dérivée relative à .r; 
l’intégrale qui renferme la valeur initiale de j, par l’intégrale qui ren¬ 
ferme la valeur initiale de la dérivée relative à y, etc. D’ailleurs, les 
valeurs p, q, r, ... étant une fois déterminées en fonction de .r, y, 
.... /, rr, on pourra, dans tous les cas, en déduire celle de s , à l’aide 
de l’équation donnée, puis celle de a, en intégrant la formule 


fh7 p dx 4- q dy 4- r dz 4 - . . . 4 - s dt. 


166 . 


Calcul intégral. — Mémoire sur les équations linéaires simultanées 
aux dérivées partielles du premier ordre. 

(1. R., T. XIV, p.‘o 53 (20 juin 1842). 


.Suivant une remarque énoncée dans mon dernier Mémoire, et plus 
anciennement dans un article de M. Jacobi que renferme le deuxième 
Volume du Journal de Crelle, on peut toujours intégrer des équations 
linéaires simultanées aux dérivées partielles du premier ordre, lorsque 
ces équations fournissent les valeurs de fonctions linéaires semblables 
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des dérivées des diverses inconnues. Dans ce nouveau Mémoire, je 
considère le cas général où des équations linéaires simultanées ne 
satisfont plus à la condition que je viens de rappeler, et je prouve 
qu’alors même on peut souvent réduire leur intégration à celle d’un 
système d’équations différentielles. J’indique les conditions qui doi¬ 
vent être remplies pour que cette réduction soit possible, et des trans¬ 
formations remarquables que peuvent subir les équations données, 
dans le cas où quelques-unes seulement de ces conditions se vérifient. 
Knfin je montre comment les principes établis dans ce nouveau Mé¬ 
moire peuvent être étendus et appliqués à l’intégration d’équations 
non linéaires. 


107. 


Calcul intégral. — Mémoire sur un théorème fondamental, 
dans le Calcul intégral. 


G. R.. T. XIV, |>. 1020 (27 juin i8.ja;. 


Dans la théorie des équations, les géomètres ont avec raison consi¬ 
déré comme fondamentale la question de savoir si toute équation a une 
racine. Pareillement, dans le Calcul intégral, une des questions les 
plus importantes, une question fondamentale, consiste évidemment à 
savoir si toute équation différentielle ou aux dérivées partielles peut 
être intégrée, et si un système de semblables équations peut l’être 
pareillement. Or, ce qui a droit de nous surprendre au premier abord, 
c’est que, malgré les nombreux travaux des géomètres sur le Calcul 
intégral; cette question si importante ne se trouve nulle part résolue 
dans toute sa généralité. A la vérité, l’existence des intégrales géné¬ 
rales des équations différentielles, qui renferment une seule variable 
indépendante, sé trouve maintenant établie par deux méthodes diverses 
que j’ai données, la première dans mes Leçons à l’École Polytechnique, 
la seconde dans un Mémoire lithographié de 1 835 . A la vérité encore, 
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l’existence des intégrales générales des équations aux dérivées par¬ 
tielles se trouve établie dans certains cas où l’on parvient à intégrer 
ces équations, par exemple lorsqu’elles se réduisent, soit à une seule 
équation du premier ordre, soit à des équations linéaires dans les¬ 
quelles les coefficients des inconnues et de leurs dérivées demeurent 
constants. Mais un système quelconque d’équations différentielles ou 
aux dérivées partielles admet-il toujours un système correspondant 
d’intégrales générales? Tel est le problème dont la solution m’a paru 
digne de l’attention des géomètres. Cette solution repose sur des consi¬ 
dérations que je vais indiquer en quelques mots. 

Depuis longtemps les géomètres, en supposant, sans le démontrer, 
que toute équation différentielle ou aux dérivées partielles admet une 
intégrale générale, ont regardé la formule de Taylor comme un moyen 
de développer celte intégrale en une série ordonnée suivant les puis¬ 
sances ascendantes et entières d’un accroissement i attribué à une 
variable indépendante t, qui peut être censée représenter le temps. 
D’ailleurs, à l’aide d’un théorème général que j’ai donné en i 83 i, et 
qui est relatif au développement des fonctions, on peut s’assurer que, 
dans le cas où la série obtenue est convergente, la somme de cette 
série vérifie, comme intégrale, l’équation différentielle ou aux dérivées 
partielles, au moins pour des valeurs numériques ou pour des modules 
de l’accroissement i qui ne dépassent pas une limite fixe. Il y a plus, la 
môme remarque est applicable aux sommes des séries que l’on obtient, 
lorsqu’en admettant l’existence des intégrales générales d’un système 
d’équations différentielles ou aux dérivées partielles, on cherche à 
développer ces intégrales par la formule de Taylor. Mais, dans tous les 
cas, il restait à démontrer que les séries obtenues étaient convergentes, 
du moins pour des modules de i suffisamment petits. Or ce but peut 
être atteint à l’aide d’un théorème fondamental qui détermine, non 
seulement une limite en deçà de laquelle le module de « peut varier 
arbitrairement sans que les séries obtenues cessent d’ètre convergentes, 
mais encore une limite de l’erreur que l’on commet en arrêtant chaque 
développement après un certain nombre de termes. La démonstration 
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de ce théorème fondamental repose, comme onde verra ci-après, sur 
les principes du nouveau calcul que j’ai nommé calcul des limites, et 
sur un artifice d’analyse qui peut recevoir de nombreuses et utiles 
applications. 

Analyse. 

Sur les modules des fonctions et sur les limites de ces modules. 

Considérons d’abord une seule fonction 

u —f(x, y, z . t) 

de diverses variables 

C, y, Z . t ; 

attribuons à ces variables des accroissements imaginaires 

.r, y, z , .... t 

dont les modules, représentés par 

x. y, z. t, 

soient tellement choisis que, pour ces mêmes modules, ou pour dos 
modules plus petits, l’expression 

f( x H- x , y y , z -+• z, + t ) 

reste fonction continue des arguments et des modules des accroisse¬ 
ments imaginaires 

,r, y, z , • * •, t \ 

enfin soit 

( i ) i “ A J ( v -4- x, y -4- y, z -t- z , ..., t -t- t ) 

le plus grand des modules que puisse acquérir l’expression 

/( x -t- x , y -t- y , z -+• s , ..., t ~h i ), 

quand on y fait varier les arguments des accroissements imaginaires 

x i y > z i • • • i b 

en laissant leurs modules invariables. On aura, d’après les principes 
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du calcul des limites, non seulement 


mais encore 


inod/(ir, y, z, ...,«)<*■, 


(•,) modD^D"' .. D? /(.t, y, z, N ^, 

la valeur de N étant 

N ( i. 2... /) ( i. 2 ... m )... (i. ■>.... n ). 


D’autre part, si la fonction u — f(x, y, z,..., t) devient réciproque¬ 
ment proporlionnelle à chacune des variables 

■r, y, z, . . I, 

c’est-à-dire si l’on pose 

u : /(.r, y, z, — ax-'y-'z-'. . .r', 

a désignant une quantité constante, on en conclura 


(■'*) 


DiD"*. • - D" /(.r, y, z, — N 


(— .r)'(— y )" 1 -• •(— O 


n > 


et, si dans le second membre de la formule ( 3 ) on remplace 


par 


J, 


U 


X, y* ^ • • • ? i i 


on retrouvera évidemment le second membre de la formule (2). Kn 
conséquence, on peut énoncer généralement la proposition suivante : 

Thkorêmk I. — Concevons que, dans une fonction donnée de diverses 
variables 

«’C, y, z , * * * , t, 

on attribue à ces variables des accroissements imaginaires dont les modules 


x, y, z, ..., t 

soient tels que, pour ces modules et pour des modules plus petits, la fonction 
reste continue par rapport aux arguments et aux modules des accroisse¬ 
ments imaginaires dont il s'agit. Soit d'ailleurs t le plus grand des modules 
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de la fonction qui correspondent aux modules 

x, y, z, ..., l 

des accroissements. Si, avant de faire croître les variables 

x, y, ” ) • • • > t, 

on diffèrenlie. une ou plusieurs fois la fonction donnée par rapport à une 
ou à plusieurs de ces variables, on obtiendra une dérivée d'un certain ordre ; 
et, pour trouver une limite supérieure au module de cette dérivée, il suffira : 
i° de réduire la fonction donnée à un produit de ta forme 

aæ~ 1 y 1 z 1 . . . / 1 ; 

2° de calculer, pour ce cas particulier, la valeur de la dérivée, et d v rem¬ 
placer le produit u — ax~* y - ' z~.. l~* par x, ou, ce qui revient au même, 
la constante a par le produit x xyz... t, puis les variables 

■r, y, z, . . . , / 

par les modules 

x, y, z, .... I, 

pris chacun avec le signe —. 

La proposition que nous venons d’établir entraîne immédiatement le 
théorème fondamental dont voici l’énoncé : 

Théorème II. — Soient 

(4) L, Lé ML ••• 

les divers termes d'une série ordonnée suivant les puissances ascendantes 
d’une certaine variable i ; et concevons que, dans cette série, les coefficients 

L» L) L, • • • 

se réduisent à des polynômes composés de termes dont chacun soit le pro¬ 
duit d’un nombre constant ou plus généralement d’une constante positive 
par les dérivées de divers ordres de diverses fonctions 

U, V, (V, ..., 

OEuvres de C. — S. I, t. VI. 5g 
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ou même par des puissances de ces dérivées. Soient d’ailleurs 


■ r > y, s, t 

les variables gui entrent dans les fonctions u, v, w,...; soient encore 

x, y, z, i 

les modules d‘accroissements imaginaires attribués à ces variables, et telle¬ 
ment choisis (jue, pour ces modules ou pour des modules plus petits, les 
fonctions, modifiées en vertu de ces accroissements, restent continues par 
rapport aux arguments et aux modules des accroissements dont il s’agit. 
Enfin soient 

I, v', v", ... 

h s plus grands modules des fonctions u , v, w, ... correspondants aux mo¬ 
dules x, y, z,... des accroissements imaginaires des variables. Pour obtenir 
des quantités positives 

^0> ^!> 

A 

respectivement supérieures aux modules des coefficients 

l|) lj) • • • î 

il suffira de calculer ces coefficients dans le cas particulier où chacune des 
fonctions u, <>, «\ ... devient le rapport d’un facteur constant 

(I, ou a', OU a", .. . 

au produit des variables quelle renferme, puis d’attribuer aux variables 

■*> J. •••, t 

et aux constantes 

a", ... 

les valeurs déterminées par le système des formules 

\, y-- y, z ~ ~~ z, .... t~~u 

v—i', = ..... 

Corollaire 1 . Nommons i le module de i. Si la série 

( 6 ) V, -3,1», ... 

est convergente, on pourra en dire autant à plus forte raison de la 


( 5 ) 


r ~ • 
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série (4). Soient, dans cette hypothèse, 

( 7 ) S — Io-f-Iji-t-lji 1 

et 

(8) ci ~ A 0 -+- t -f- '"ijt* 

Si, pour calculer les sommes S et s, on arrête les deux séries après un 
même nombre de termes, le reste de la série (4) offrira évidemment 
un module inférieur au reste correspondant de la série ((>). D’ailleurs, 
si la somme s peut être présentée sous une forme finie, elle pourra 
évidemment se déduire d’une valeur particulière de la somme S, par 
l’artifice de calcul qui sert à transformer I„ en et par la substitu¬ 
tion du module i à la variable i. 

Corollaire II. — Les valeurs des inconnues qui doivent vérifier des 
équations différentielles ou aux dérivées partielles se développent, par 
la formule de Taylor ou de Maclaurin, en séries précisément sem¬ 
blables à la série (4)- Donc les principes que nous venons d'établir 
s’appliquent à l’intégration de ces équations par séries, et, pour dé¬ 
montrer l’existence de leurs intégrales générales dans tous les cas, il 
suffit d’intégrer ces équations dans le cas particulier où chacune des 
fonctions qui forment leurs seconds membres devient réciproquement 
proportionnelle aux quantités variables dont elle dépend. C’est ce que 
nous expliquerons plus en détail dans les prochaines séances. 


168 . 


Analyse mathématique. — Note sur certaines solutions complètes d'une, 
équation aux dérivées partielles du premier ordre. 

R., T. XIV, p. 1026 (27 juin 1842). 

Soit donnée, entre n variables indépendantes 


x, y, z, ..., t 
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et l’inconnue ct, l’équation aux dérivées partielles du premier ordre 

( i ) F (O-, y, z, . . ., t, CT, p, q, r, .. ., s) = o, 

dans laquelle on a 

p — Djc bt, q~l) y rs, /■ zzz D s nj, îr=D ( i3. 

Si les équations différentielles, que l’on substitue à cette équation aux 
dérivées partielles, sont intégrées de manière que, pour t — t, on ait 

■* = £> y -- *i> - -- Ci gt = w, ..., />==<?, = 

les intégrales obtenues pourront être présentées sous la forme 

j -- ç, .T = n, & = Ç, .... a — w, 

( ° U'^?, 

-v, 5, £, ..., Ü, ( X\ a, ... désignant des fonctions de 

•r, y, z , .... nr, />, q, r, ... 

qui ne renfermeront aucune des constantes arbitraires 

S. fi, Ç> •••, <p, x» 4'» •••; 

et si, en supposantque ces constantes arbitraires deviennent variables, 
on désigne, avec M. Binet, par la caractéristique S une différentiation 
relative à leur système, on pourra, comme j’en ai fait la remarque ( '), 
ramener l’intégration de l’équation (i), ou, ce qui revient au même, 
l’intégration de l’équation différentielle 

( 3 ) dru — p dx -+- q dy 4- /• dz ■+•.. . + s dl, 

dans laquelle les zn ■+■ i variables 

.r, y y z, t, BT, />, q, r, .... .9 

sont liées entre elles par la formule (i), à l’intégration de l’équation 
différentielle 

( !\ ) < 3 <*> = <p 4 * X df) ■+■ 4 1 àÇ -+-..., 


(') Œuvres de Cauchy, S. I, T. VI, p. 1 5 1. Extrait n° 163 . 



EXTRAIT N° 168. 


469 


qui ne renferme plus que m — i variables 

?>•*)> ç» •••. u, ?> Z* +. 

Or on vérifie évidemment l’équation (4) en supposant constantes, ou 
les quantités 

(5) £, Y), Ç, w, 

ou les quantités 

(6) 9, x- 'J'» •••> « — 9; — yr> — |Ç — 

ou bien encore en supposant constantes l’une des deux quantités !*, cp, 
avec l’une des deux quantités yj, y, avec l’une des deux quantités ‘Ç, 
■j;, .... en même temps que l’expression à laquelle se réduit le po¬ 
lynôme 

« — ? $ - x*> - 'K - • • • 
lorsque, parmi les termes négatifs 

— — y.m, — 'K. •••> 

on conserve seulement ceux dans lesquels les premiers facteurs sont 
considérés comme constants. Cette simple observation fournil immé¬ 
diatement, et sans aucune intégration nouvelle, les diverses solutions 
complètes dont j’ai parlé dans la Note que renferme le Compte rendu 
de la dernière séance. Ainsi, en particulier, il en résulte qui* l’on 
obtiendra une solution complète en supposant les valeurs de l’incon¬ 
nue g j et de ses dérivées p, q , /*,... déterminées, soit par le système des 
équations (i), soit par le système des suivantes 

(7) 0? — 9, l = x > * = <1», •••> 

ç, y, <|*,..., u désignant des constantes arbitraires. Plus généralement, 
on obtiendra une solution complète, si l’on suppose les valeurs de o, 
p, q, r, ... déterminées par l’une des équations 
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jointe à l’une des équations 

-T = io, Q= x, 

puis à l’une des équations 

t-=Ç, .... • 

et enfin à l’équation 

il — — £) — — *0 — — O • • • = const., 

et si dans ces diverses équations on considère chacune des lettres 

S. •••> ?> x. ••• 

comme représentant une constante arbitraire. 


FIN DU TOME VI DE LA PREMIÈRE SÉRIE. 
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